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1 Korpererweiterungen

Definition 1.1: F : K Korpererweiterung heifit K, F' Korper, K C F.

Anmerkung: F : K Korpererweiterung = F' ist K—Vektorraum. Einschrinkung der Multiplikation
von F auf -K x F — F ist Skalarmultiplikation, (F,+) mit dieser Skalarmultiplikation erfiillt
Axiome eines K—Vektorraums.

Definition 1.2: [F': K] := dimg F' heifit Index der Korpererweiterung F' : K.
Lemma 1.1: K CE C F Korper = [F': K] =[F: E|-[E: K].

Beweis. Sei B K—Basis von E und C eine E—Basis von F. Zeigen: Die Ausdriicke b-c fiirb € B,c € C
sind fiir verschiedene Paare (b, c) paarweise verschieden und bilden eine K—Basis von F. Es folgt
dann dimg F = |[{b-c | b€ B,c€ C}| = |B x C| = |B| - |C| = dimg E - dimp F.

e Erzeugendensystem: gegeben f € F', dann

de. € E: f:Zecc

ceC

wobei nur endlich viele e. # 0 sind. Weiters existieren fiir jedes e, Koeffizienten (davon nur
endlich viele # 0)

kep €Kt ec=) kepb
beB

Also

f= Zecc = Zqubbc

ceC ceC beB

wobei nur endlich viele k. # 0. Haben: jedes f ist K-Linearkombination von Elementen b-c
mit b € B,ce C.

e Elemente b-¢c K-linear unabhéingig und paarweise verschieden. Gegeben endlich viele Elemente

aus B x C, seien by, ..., b, alle vorkommenden B-Koordinaten, c1,..., ¢, alle vorkommen-
den C-Koordinaten, zeigen (b;,¢j),4 = 1,...,k, j = 1,...,m sind K-linear unabhingig.
Angenommen
0= Z kijbiCj = Z ( Z kwbz> Cj
1<i<k 1<j<m M 1<i<k
1<j<m
€E



Definition 1.3: K C F Korper, S C F' Menge, dann sei K[S] der von K U S erzeugte Unterring
von F, definiert als

K[S]:= (] R
R Ring
KUSCRCF
und K (S) der von K U S erzeugte Unterkérper von F' definiert als
K(S)= () E
E Korper
KUSCECF

Schreibe Ksi,...,sy] fir K[{s1,...,sp}] und K(s1,...,sy) fir K({s1,...,sn}).

Lemma 1.2: K C F Korper, S C F' Menge, s1,...,5,,5 € F. Dann

1. K[s] ={f(s) | f € K[z]} = {ao + a1s + ...+ ans" | n € Ng,a; € K}
Kis1,...,sn] ={f(s1,---,5n) }fGle,...,xn]}

[S] = {(31,...,sn)‘nENO,sl,...,snGS,fEK[xl,...,xn]}
K(s) = g € K[z],g(s) # 0}, f(g = f(s) - g(s)~! (Inverses Element in F)
5. K(s1,...,5 )f{%ﬁiﬁ}fgeKhh“w nlig(s1, ... sn) £ 0}

6. K(S5)= {];(2 ,Sn ‘nGNo,sl,...,sn6S,f,geK[xl,...,xn],g(sl,...,sn)750}

2.
3.

N

Beweisskizze. Sei M die Menge rechts, zuerst zeigen: M enthélt K U .S und ist Unterring (1,2,3)
bzw Unterkorper (4,5,6) von F. Zeigt: 0 € M, a,b € M = a—-be M, a,b € M = a-b e M.
in 4,5,6 noch: 1 € M, a,b € M,b# 0= a-b-' € M. Damit ist M unter den Objekten, die in
Definition von K[S] bzw K (S) geschnitten werden, also M D K|S]| bzw M D K(S).

Zweitens zu zeigen: jeder Unterring (bzw Unterkorper) von F, der K U S enthilt, enthélt ganz M;
das gilt, weil man M aus K U S durch Operationen, beziiglich derer Ringe / Korper abgeschlossen
sind, bekommt. Also M C KIS], bzw M C K(S5). O

Definition 1.4: K C F Korper, v € F. v heifit algebraisch iber K, wenn 3 f € Klz|, f # 0 mit
f(w) = 0. v heifit transzendent iiber K, wenn v nicht algebraisch iiber K, dh. wenn aus f(v) = 0
mit f € K[x] folgt f = 0.

Satz 1.3 (Einfache transzendente Korpererweiterung): Sei K C F, v € F, v transzendent iiber
K, dann K(v) ~ K(z) mittels eines Isomorphismus ¢ : K(z) — ) mit ¢|, = idg und
o(z) =wv. (K(z) der “Korper der rationalen Funktionen iiber K”, dh. K(x) Quotientenkdrper des
Polynomrings K{z])

Beweis. Einsetzen ¢ : K[x] — F mit @‘K = inclg,p (Vk € K @ (k) = k) und ¢(z) = v.
Ime = {f(v) | f € K[z]} = K[v], kerp = (0) da v transzendent iiber K. Da jedes Element aus



K[z] \ {0} von ¢ auf eine Einheit abgebildet wird, kann man ¢ zu p(z) : K(x) — F fortsetzen,
wobei » wieder injektiv, und so aussieht:

s(4) = -1 _ #(y U—lzf(v)
P (g) = ¢()elg) ™ = flo)gl) ™ = o5
Damit ist
(1) R
g = {10 | f.g < K1)} = K0
kerp = (0), also ¢ : K(z) — K(v) Isomorphismus mit $(k) = k,p(z) = v. O

Anmerkung: Haben verwendet: R kommutativer Ring, S multiplikativ C R, ¢ : R — T Ringho-
momorphismus, sodass Vs € S : ¢(s) Einheit € T, dann 3% : Rg — T mit $|, = ¢ némlich
? (%) = ¢(r)(¢(s))~", und wenn ¢ injektiv, dann auch 3.

s

Satz 1.4 (Einfache algebraische Korpererweiterungen): K C F Korper, v € F algebraisch iiber
K. Dann:

1. 3! normiertes Polynom ¢ € K|[z], sodass
VfeK[z]: flv)=0 < g|finK[x]
und dieses g ist irreduzibel in K[z]|. Dieses g heifit Minimalpolynom von v iiber K.

2. K(v) = K[v] ~ Klz]/(g) (9 das Minimalpolynom von v iiber K) wobei
¢ : Klzl/(g) — K[v]

definiert durch ¢(f + (g)) = f(v) ein Ringisomorphismus ist.

3. {1,v,v%,...,v" 1} mit n = deg g bildet K-Basis von K (v) = K[v], insbesondere [K[v] : K] =
deg g.

Beweis. Sei ¢ : K[x] — F Einsetzhomomorphismus mit (k) = k fiir alle k € K und ¢(z) = v,
dann Im¢ = {f(v) | f € K[z]} = K[v] und (0) # kert Ideal <K[z] Hauptidealring, also 3g €
K[z] : ker¢ = (g9) = g(z) - K[z] (Elemente von K [z] erzeugen dasselbe Ideal < wenn sie sich nur
um eine Multiplikation mit Konstante € K \ {0} unterscheiden = jedes Ideal # (0) <K|[x] hat
eindeutig bestimmten normierten Erzeuger.) kerv # (0) weil v algebraisch iiber K = ker ¢ = (g),
¢ normiert, eindeutig bestimmt. Eindeutig bestimmtes normiertes g mit f € kert (dh. f(v) = 0)
& f€(g) (dh. g | fin K[]). Zeigen g irreduzibel: ¢ : K[z] — F mit Im¢ = K[v],ker ¢ = (g) nach
erstem Isomorphiesatz K[zl/(g) ~ K[v] Integritétsbereich weil Unterring C Koérper. R kommutativer
Ring mit 1 : B/ Integritétsbereich = I Primideal, also (g) Primideal <K|[z]. (g) Primideal = g¢
prim; g prim = g irreduzibel.

Zeigen K[v] = K(v): geniigt zu zeigen K [v] ist Korper.

K[v] ~ Klz]/(g)

(g9) irreduzibel € Klz]. g irreduzibel = (g) maximal unter den Hauptidealen # R. K[x] Haupt-
idealring = (g) maximales Ideal <K[z]. R kommutativer Ring mit 1, I <R = (R/1 Korper < [



maximal) also K[l/(g) Kérper, dh. K|[v] Korper.

Ad 3: 1,v,...,v"" 1 erzeugt K[v] als K—Vektorraum: jedes Element € K[v] der Form f(v) fiir ein
f € K|[z] Division mit Rest durch g. f(z) = ¢(x)g(z) + r(z) : degr < degg und f(v) = r(v) weil
g(v) = 0. f(v) = ap+arv+...+a, 1v" ', a; € K v. K-1.u. Angenommen ko+kiv+. . .4k, 10" ! =
0. Sei h(x) = 3 kiz'. h(v) = 0 also g | h aber degh < degg = h =0 alle k; = 0. O

1.1 Adjungieren einer Nullstelle, Zerfillungskorper eines Polynoms

Satz 1.5: Sei f € K|z|, deg f > 1. Dann 3F : K Korpererweiterung mit [F : K| < deg f, bzw. mit
[F': K] =deg f wenn f irreduzibel € K|[z], sodass f in F' eine Nullstelle u hat, und F = K|u].

Beweis. Sei ' = Klz]/(y), oBdA f irreduzibel, sonst irreduziblen Faktor von f verwenden. Da
f irreduzibel, ist (f) maximales Ideal (K[zx] Hauptidealring). (f) maximales Ideal in Kz| =
Klal/(5)y = F Korper. (Eine isomorphe Kopie von) K ist enthalten in F: ¢ : K[z] — Kll/(f)
kanonische Projektion, dann go’K : K — F injektiv, da ker p = (f), kerp N K = {0}, dh. ker go‘K =
{0}. K also eingebettet in F' als Elemente der Form k + (f), k € K. Nullstelle von f in F' ist
x4 (f). Namlich: f(z + (f)) = f(z) + (f) = f+ (f) = (f) =0+ (f) = 0p. F wird als Ring von
K U {z} erzeugt, da Klz| von K U {x} erzeugt wird und F = Imp, ¢ : K[z] — K[z]/(f) = F und
Ringhomomorphismus ein Erzeugendensystem auf ein Erzeugendensystem abbildet. O
Definition 1.5: f € F[x], f zerfillt in Linearfaktoren iiber F' (in F[z]), wenn in F[x] gilt: f =
c-(x—ay) (xr—az) - (r—ay) mtay,...,a, € F.

Beispiel: Es kann passieren, dass nach Adjungieren einer Nullstelle v das Polynom in Ku| zerfillt,
muss aber nicht. n—tes zyklotomisches Polynom (Kreisteilungspolynom)

ea@) = I (e—e5)

1<k<n
geT(k,n)=1

©n € Z[z], irreduzibel in Q[z]. Sei w eine Nullstelle von ¢,,, dann zerfillt ¢, in Q[w] (andere
Nullstellen sind Potenzen von w).

Beispiel: 23 — 2 sei /2 die reelle Nullstelle, dann Q [\3/5] C R enthélt nicht die beiden anderen
Nullstellen. f zerfillt nicht in Q [\3/?]

Definition 1.6: f € K|[z]|, deg f > 1, F Korper O K heifit Zerfillungskorper von f iiber K, wenn
1. fin F[x] zerfillt und

2. F = Kluy,...,up] mit uy,...,u, Nullstellen von f.
Satz 1.6: f € K|z|, deg f =n > 1. Dann 3F Zerfillungskorper von f iiber K, mit [F : K] < nl.

Beweis. Induktion nach n =degf. n=1: f =ax + b =a(r +b/a) = a(x — (—=b/a)) mit —b/a € K,
f zerfillt iber K = K [-b/a]. n — 1 — n: deg f = n > 1, adjungieren Nullstelle v von F: in K{u]



gilt f = (x—u)g(x), g(z) € K[u]x], degg < n— 1. Nach Induktionsvoraussetzung 3 F' Zerféllungs-
korper von g tiber Ku|, F = Ku][uy,...,ux] = K[u,u1,...,ux]; u; Nullstelle von g, also von f, g
zerfillt in F also auch f: F Zerfallungskorper von f iiber K. O

Zwei Arten, endliche Korper zu konstruieren, beide ausgehend von Z, (p prim) als p-elementigem
Korper:

1. zeigen, dass es fiir jedes n € N ein irreduzibles Polynom f € Zp[z] mit deg f = n gibt, dann
Nullstelle von f adjungieren, erhélt F' = Zp[u] mit [F : Z,] = n, F ist n-dimensionaler
Zy—Vektorraum = I hat p" Elemente.

2. F mit [F : Zy] = n (und daher |F| = p") konstruieren als Zerfillungskorper von 2" — z iiber

Zyp.

Hier zuerst 2, dazu vorher noch einige Tatsachen iiber mehrfache Nullstellen zeigen.

1.2 Mehrfache Nullstellen, formale Ableitung

Definition 1.7: f € K[z], f = ap + a1z + ... + apz™. Die (formale) Ableitung von f ist f’ mit

deg f
= a1 + 2a0m + 3a3x2 +.. +na" = Z k‘akxk_l
k=1

Anmerkung: Aus f' = 0 folgt im allgemeinen nicht, dass f konstant ist, beispielsweise 2P in Zj[x]
ergibt in der Ableitung das Nullpolynom.

Definition 1.8: f € K|[x], u € K heifit mehrfache Nullstelle von f, wenn (x — u)? ‘ fin K[z], und
fiir eine Nullstelle u von f heifit das maximale m mit (x —u)™ ‘ f die Vielfachheit der Nullstelle u.

Satz 1.7: f € K[z], u € K. u ist mehrfache Nullstelle von f < w ist Nullstelle von f und von f’.

Beweis. “=" f(x) = (x—u)?g(z), f'(z) = 2(x—u)g(z)+(r—u)?¢ (z) mit Einsetzhomomorphismus
f(w) =0, f(u) =0.

“<” angenommen u ist einfache Nullstelle, dh. f(z) = (z — u)g(x), (z — u) { g, dann u keine
Nullstelle von g¢; f' = g(z) + (z — u)¢'(z) mit Einsetzhomomorphismus f/(u) = g(u) # 0. O

Satz 1.8: f € K[x]. f hat in irgendeinem Erweiterungskérper F' O K eine mehrfache Nullstelle
< ggT(f, f) #1 (in Klz]).

Anmerkung: f,g € K[z], dann ist der in K|[z] vorhandene ggT(f,g) auch ggT(f,g) als Polynom
in F[x] fiir jeden Korper F' O K. Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung von ggT(f,g) in K|[x]
ausgefiihrt ist gleichzeitig auch der Euklidische Algorithmus in F[z].

Beweis des Satzes. “=" f hat in F' O K mehrfache Nullstelle v, dann sei ¢ das Minimalpolynom
von u iiber K; f(u) =0, f'(u) =0 = ¢ ‘ fye ! f’. ¢ nichtkonstantes Polynom € Klz], das f, f’
und daher ggT(f, f') teilt, ggT(f, ') # 1.



“<” f, f’ haben nichtkonstanten gemeinsamen Faktor g, im Zerfiallungskérper von g haben f, f’
gemeinsame Nullstelle, also f eine mehrfache Nullstelle. O

1.3 Charakteristik eines Ringes

Definition 1.9: R Ring, dann sei der Annihilator von R in Z, Annz R = {k € Z ‘ Vre R:kr=
0}. Dann Anng R 97, daher 3!n € Ny, Anng R = nZ. Dieses n ist x(R). x(R) heifit Charakteristik
von R.

Lemma 1.9: R nullteilerfrei = y(R) = 0 oder x(R) = p, p prim.

Beweis. Angenommen x(R) =n-m, 1 <n,m < n-m. Konstruieren Nullteiler: Da 1 <n < x(R) :
dre R: n-r#0,analog 3s € R: m-s # 0. (nr)(ms) = (nm)(rs) = 0, also nr, ms Nullteiler
v O

Korollar 1.10: Insbesondere hat jeder Korper Charakteristik 0 oder p prim.

Definition 1.10: Fiir Ring R mit 1 ist der Primring von R der von 1 erzeugte Unterring von R.
Fiir Korper K ist der Primkdrper der von 1 erzeugte Unterkorper von K.

Lemma 1.11: R Ring mit 1, x(R) = 0 = Primring ~ Z. x(R) = n € N = Primring ~ Z,,. K
Korper: x(K) =0 = Primkoérper ~ Q, x(K) = p = Primkorper ~ Z,,.

Anmerkung: Da die additiven Vielfachen von 1 und —1 beziiglich Multiplikation abgeschlossen sind,
ist die von 1 erzeugte Untergruppe von (R, +) ein Ring, also der kleinste Ring, der 1 enthélt, dh. der
Primring. Im Ring mit 1 gilt fiir k € Z: (Vr € R: kr =0) < klp =0 (r = 1r;k(1r) = (k1)r =0),
daher gilt in Ring mit 1: Wenn x(R) € N, dann ist y(R) die Ordnung von 1 in der Gruppe (R, +),
und wenn x(R) = 0, dann ist die Ordnung von 1 in (R, +) unendlich. Also ist der von 1 erzeugte
Unterring im Falle x(R) = n € Nisomorph zu Z,, und im Falle x(R) = 0 isomorph zu Z. Primkérper:
Wenn x(K) = p, dann ist der von 1 erzeugte Ring Z,, also Korper, also der Primkérper. Wenn
X(K) =0, dann Z C K, wegen Fortsetzbarkeit der Inklusion Z — K auf Quotientenkérper Q ist
Q in K eingebettet und besteht aus Ausdriicken r - s~ mit 7, s aus dem Primring, der in jedem
Unterkorper von K enthalten ist, also diese Kopie von Q Primkorper.

Korollar 1.12: Jeder endliche Korper hat als Charakteristik eine Primzahl p.



2 Endliche Korper

Kennen schon Z, fiir p prim als Kérper: jede Restklasse # 0 in Z,, ist invertierbar: ggT'(k,p) =1 =
da,b€Z:1=ak+0bp,inZy, 1=a-k, ainvers zu k.

Lemma 2.1: Jeder endliche Kérper K hat p™ Elemente fiir ein p prim und n € N, ndmlich fiir
p=x(K) und n = dimz, K.

Beweis. Wissen: x(K) = p prim, daher enthélt K als Primring eine Kopie von Z,, (Korper), also K
Zy~Vektorraum. dimgz, K = n endlich (da K endlich), und wenn dimz, K = n, dann |K| = p" (n—-
elementige Basis, jedes Element eindeutig als Z,-Linearkombination der Basiselemente darstellbar,
p" Moglichkeiten fiir die Koeffizienten). O

2.1 Frobenius—Homomorphismus

Lemma 2.2 (“Freshman’s Dream”): In einem kommutativen Ring R mit x(R) = p gilt fiir a,b €
R: (a+b)P =aP +bP.

Anmerkung: Binomischer Lehrsatz:
(arbf=a+ Y @’) I
1<k<p

und fiir 1 < k < pist (}) eine durch p teilbare ganze Zahl.

Korollar 2.3: K Koérper mit x(K) = p, dann ist ¢ : K — K mit ¢(z) = 2P ein injektiver
Endomorphismus von K.
Beweis.

e Homomorphismus: (a + b)P = aP + bP; (ab)P = aP - bP v

e injektiv: allgemein: ein Ringhomomorphismus ¢ : K — R (K Korper) ist entweder injektiv
oder konstant 0, weil ker ¢ Ideal von K, einige Ideale von K sind (0) (— ¢ injektiv) und K
(— ¢ konstant 0). Dieses ¢ mit ¢(x) = 2P nicht konstant 0, da ¢(1) = 1.

O
Anmerkung: ¢ : K — K mit ¢(x) = 2P wobei x(K) = p heifit Frobenius—Homomorphismus.

Anmerkung: Frobenius-Homomorphismus nicht immer surjektiv: zB ¢ : Z,(z) — Zy(z) nicht sur-
jektiv, z ist keine p—te Potenz.

Anmerkung: K endlicher Korper mit x(K) = p, dann Frobenius—Homomorphismus ¢ : K —
K, ¢(x) = 2P Automorphismus (K endlich, ¢ : K — K injektiv — auch surjektiv)

Lemma 2.4: K Korper, f: K — K Automorphismus von K, dann bildet

Fix(f) ={k e K : f(k) =k}



einen Korper.

Lemma 2.5: Sei K endlicher Kérper mit ¢ Elementen (|K| = ¢), dann gilt Va € K : a? = a
(insbesondere gilt in Zj, : a? = a).

Beweis. Fiir a = 0 ist 07 = 0 sowieso, fiir a # 0 gilt a Einheit; Einheitengruppe (K \ {0},:) = G
ist Gruppe mit |G| = ¢ — 1. Fiir jedes Gruppenelement gilt a?~! = 1, daher a? = a. O

Satz 2.6: Sei K Korper mit |K| = g, n € N gegeben. Dann 3 F Koérper mit K C F, |F| = ¢".
(Insbesondere folgt aus der Existenz eines Kérpers mit p Elementen die Existenz eines Korpers mit
p" Elementen fiir beliebiges n).

Beweis. Sei F Zerfallungskérper von 2" — x iiber K. Sei N = {a € F } a?" = a} die Menge der
Nullstellen von 9" — 2 in F. Da N die Menge der Fixpunkte von ¢" = ¢ o...0 ¢ (¢ Frobenius—
Homomorphismus) ist N Korper. Da Va € K ist a? = a und durch iterieren a?" = a folgt K C N.
Also ist N Korper mit K C N, N erzeugt von K und Nullstellen von 29" — z, sodass z¢" — z
iiber N zerfillt. Daher N = F Zerfallungskorper von 29" — x iiber K. AuBerdem hat z¢" — z in
N keine mehrfache Nullstelle, da (29" — z)" = ¢"29" ' — 1 = —1 (x(K) = p, ¢ Potenz von p) Also
hat 29" — x in seinem Zerfillungskorper ¢" verschiedene Nullstellen — |N| = ¢". N = F hat ¢"
Elemente v'. O

Anmerkung: D Integritétsbereich, f € D[z|, dann hat f in D hochstens deg f Nullstellen.
Satz 2.7: F Korper, G endliche Untergruppe von (F'\ {0}, ). Dann ist G zyklisch.
Korollar 2.8: Insbesondere gilt fiir jeden endlichen Kérper K: (K \ {0}, -) zyklisch.

Beweis 1. G endliche Abelsche Gruppe, nach Struktursatz G ~ Z,,, X Zy,, | X ... X Zpy,, M1 }

ma ‘ | Mp—1 } my. Sei |G| = n, da fur jedes g € G = Zpy, X Ly, X - .. X Ly, gilt g™ =1 ist
jedes g € G Nullstelle von z"* — 1 also |G| < my, gleichzeitig |G| = my - mg—1---m1 = |G| = my,
daher G = Zy,, . O

Beweis 2. Verwenden wieder Vd € Z hat 2% — 1 hochstens d Nullstellen in F, also in G hochstens
d Elemente mit g? = 1. Daher hat G fiir jeden Teiler d ‘ |G| hochstens eine zyklische Untergruppe
der Ordnung d. Daher hat G fiir jeden Teiler d ’ |G| hochstens ¢(d) Elemente der Ordnung d. Da

Gl => #{geGlordg=d} < o(d) =G|
d|ic| d||c|
Also Gleichheit, die nur gelten kann, wenn fiir alle d ‘ |G| die Anzahl der g € G mit ord g = d genau
©(d) ist. Insbesondere hat G ¢(|G|) > 0 Elemente der Ordnung |G| und G ist zyklisch. O
Korollar 2.9: K endlicher Kérper mit |K| = ¢ = p (p prim), dann Ju € K mit K = Zp[u| (dh.

K =7, ist einfache algebraische Erweiterung, dh. erzeugt von einem Element)

Beweis. Wihle u als Erzeuger von (K \ {0}, ). u algebraisch iiber Z,, da u? —u = 0, u erzeugt K
iiber Zy, da 0 € Z, und jedes a € K \ {0} ist Potenz von wu. O



Korollar 2.10: E C F endlicher Kérper = Ju € F : F = Efu| (wéhle u als Erzeuger von
(F'\{0},-))-

Korollar 2.11: F endlicher Korper, n € N. Dann 3 irreduzibles Polynom f € E[z] mit deg f = n.

Beweis. Betrachte F': E mit [F': E] =n (|E| =q,|F|=¢"). Da F = Eu] folgt [F': E] =deg f, f
Minimalpolynom von w iiber E. (Satz iiber einfache algebraische Kérpererweiterungen). O

Werden in Kiirze sehen, dass es fiir jede Primzahlpotenz p™ (bis auf Isomorphie) genau einen Korper
mit p" Elementen gibt. Vorhergehendes Korollar gibt eine Darstellung des Kérpers mit p™ Elemen-
ten als K = Zplz]/(f) mit f beliebig irreduzibel € Zy[z] mit deg f = n. Rechnen mit Kérperelementen
wie mit Polynomen (Addition, Multiplikation) und Rest mod f mit r < deg f bilden. Elemente von
K dargestellt als Représentantensystem: {g € Z,[x] ! degg < n} sind Repriisentantensystem von
K= Zp[x]/(f).

2.2 Fortsetzbarkeit von Koérperisomorphismen

Lemma 2.12: Seien K, F Korper, ¢ : K — F Koérperisomorphismus, dann ist @ : K[z] — F[z]
mit P(ap + a1z + ... + apa™) = (ag) + p(ar)r + ... + ¢(an)z"™ Isomorphismus der Polynomringe
und @ : K(z) — F(z) definiert durch 5(5) = (]gc))
Funktionen. (Bezeichnen oft i, % einfach als ¢).

€l

Isomorphismus der Korper der rationalen

€l

Beweisskizze. p Einsetzhomomorphismus mit @‘ K = ¥ @(x) = z, offensichtlich ¥ bijektiv. @
bildet alle Elemente von K[z]\ {0} auf Einheiten in F(x) ab. (% als Homomorphismus K[z] —

F(z) D F[z] betrachten). Daher  fortsetzbar zu Homomorphismus @ : K(z) — F(z) (K(z)
ist Quotientenkorper (K[z]\ {0})~'K|[z] von K[z]) wobei die Fortsetzung @ <§) = % ist und @
(ag)+...+¢(an)z"
(bo)+---+p(bm)z™
0

injektiv, da @ injektiv. Surjektivitéit: jedes der Elemente von F'(x) ist von der Form j
da ¢ surjektiv: K — F.

Proposition 2.13 (Fortsetzbarkeit von Isomorphismen auf einfache transzendente Korpererwei-
terungen): K, F Korper, ¢ : K — F Korperisomorphismus, K C E, F C L Koérpererweiterungen
mit v € E transzendent iiber K und v € L transzendent iiber F'. Dann existiert genau ein Isomor-
phismus: K (u) ~ F(v) via % : K(u) — F(v) mit 3|, = ¢ und $(u) = v.

Beweis. Nach Satz iiber einfache transzendente Korpererweiterungen 3¢ : K(x) — K(u) mit
-1

w‘K =1id, ¢(z) = u, analog 36 : F(z) — F(v) mit G}F =id, 0(z) = v. K(u) v, K(z) 5 F(z) LN

F(v); der gewiinschte Isomorphismus: 6 o @ o9~ : K(u) — F(v). O

Satz 2.14 (Fortsetzbarkeit von Isomorphismen auf einfache algebraische Erweiterungen): K, F

Korper, K C E, F C L Korpererweiterungen; ¢ : K — F Korperisomorphismus, u € E Nullstelle

von f irreduzibel € K[z, v € L Nullstelle von ¢(f) € F[x], dann existiert genau ein Isomorphismus
?: K[u] — Flv] mit §|,. = ¢ und $(u) = v.
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Beweis. f irreduzibel — f bis auf multiplikative Konstante € K \ {0} gleich Minimalpolynom von
u tiber K. f erzeugt dasselbe Ideal von K|x] wie das Minimalpolynom von w iiber K. f irreduzibel,
¢ : K[z] — F[x] Isomorphismus — ¢(f) irreduzibel, daher: ¢(f) erzeugt dasselbe Ideal von F[z]
wie das Minimalpolynom von v iiber F'. Nach Satz iiber einfache algebraische Korpererweiterungen:

1 ~

Klu] Y— Kllf(5) & Flal/(o() & Flo]

34 : Klel/(f) — K[u] Isomorphismus mit ¢(k+ (f)) = k und ¥(x + (f)) = u, 36 : Flzl/(o(f)) — F[v]
mit O(a + (¢(f))) = a fiir alle a € F und 0(z + (¢(f))) = v. Auerdem ist @ : Kll/(f) — Flal/(o(1))
definiert durch @(g+ (f)) = ¢(g) + (¢(f)) ein Isomorphismus (weil ¢ : K[x] — F[z] Isomorphismus
und allgemein, wenn ¢ : R — S Ringisomorphismus und I <R dann ¢ : B/T — S/p(1) definiert durch
@(r+1) = ¢(r)+¢(I) Ringisomorphismus). SchlieBlich ist fopotp™1 : K[u] — F[v] Isomorphismus
mit @{K = ¢ und p(u) = v. O
Satz 2.15: K, F Korper, ¢ : K — F Korperisomorphismus, f irreduzibel € K|z|, F Zerfillungs-
korper von f iiber K. L Zerfallungskorper von o(f) iiber F|z]. Dann 3% : E — L Isomorphismus
mit ¢|K = .

Satz 2.16 (Fortsetzung von Korperisomorphismen auf Zerfiallungskoérper eines Polynoms): ¢ :
K — F Korperisomorphismus, f € Klz| (degf > 1), E Zerfillungskoérper von f iiber K, L
Zerfallungskorper von o(f) iiber F. Dann 3% : E — L Kérperisomorphismus mit @’ K=

Beweis. Induktion nach [E : K| (endlich, da < (deg f)!).

[E : K] =1 heift E = K, f zerfillt tiber K: f = a(z — b1)---(x — b,) mit a,b; € K. Da ¢
Koérperhomomorphismus, ist ¢(f) = ¢(a)(x—p(b1)) -+ (x —(by)) und @(f) zerféllt iiber F, also F
Zerfallungskorper von ¢(f) iiber F', $ = ¢ Isomorphismus zwischen den beiden Zerfiallungskoérpern.
[E:K]>1:

EZL
K(b) Y, F(¢(b)) laut Induktionsvoraussetzung

K4 F Fortsetzung von ¢ auf einfache Erweiterung

f zerfdllt nicht iiber K; sei b € F\ K Nullstelle von f und zwar b Nullstelle eines irreduziblen
Faktors g € K|[z] von f. Dann ¢(b) Nullstelle von ¢(g) irreduzibel € F[z] mit ¢(g) | ¢(f) (weil
¢ Homomorphismus). Kénnen ¢ fortsetzen zu ¢ : K[b] — K|[p(b)] Isomorphismus mit 1| K=
Da [K(b) : K] > 1,ist [E : K(b)] < [E : K]. E ist Zerféllungskorper von f auch iiber K (b),
L Zerfallungskorper von ¢(f) auch iiber F(¢(b)), 1 fortsetzbar nach Induktionsvoraussetzung zu
© : ' — L Korperisomorphismus mit @‘K(b) =1 also @‘K = w‘K = . O

Lemma 2.17: £ C F endlicher Korper, |E| = ¢,|F| = ¢", dann ist F' Zerfiallungskorper von
z4" — z iiber E.

Beweis. |F| = ¢ — jedes a € F erfiillt a?" = a, ist also Nullstelle von 29" — x. Dieses Polynom
hat also deg f verschiedene Nullstellen in F' und zerfillt daher iiber F'.

(Verwendet, dass F[z] ZPE-Ring ist, a, b Nullstellen von f, dann f durch (z —a) und durch (z —b)
teilbar, daher f durch kgV((z — a), (x — b)) = (x — a) - (x — b) teilbar; insbesondere deg f = n, f
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hat verschiedene Nullstellen aq,...,a,, dann f=c-(x —ay)--- (x — ay)).
Da F nur aus Nullstellen von 29" — x besteht und E enthilt, ist F' Zerfillungskorper von x4 — x
iiber F. O

Korollar 2.18: Je zwei Erweiterungskorper desselben Grades iiber einem endlichen Korper E sind
E-isomorph, dh. E endlicher Kérper, F} O E, F» DO E, [F} : E] = [F, : E]|, dann Jp : F} — Fy
Korperisomorphismus mit gp’ p = idg.

Notation: E-Isomorphismus zwischen zwei Erweiterungskoérpern von E ist Kérperisomorphismus,
der E punktweise fix lésst.

Korollar 2.19: Je zwei endliche Kérper mit p™ Elementen sind isomorph (weil beide Zerfallungs-
kérper von xP" — x iiber Z,).

2.3 Nachtrag zu Korpererweiterungen im Allgemeinen

Anmerkung: endlichdimensional < algebraisch und endlich erzeugt

Proposition 2.20: [F' : K] = n endlich — F : K algebraisch (jedes Element von F' algebraisch
von Grad < n iiber K) und F endlich erzeugt iiber K (F' = K|ay,...,ay]).

Beweis. Je n + 1 Elemente von F' sind K-linear abhéngig, insbesondere fiir jedes a € F':

1,a,a?,...,a" K-linear abhiingig, dh. J¢g,c1,...,c, € K nicht alle 0 mit cg +cia+...+cpa™ =0
f=>7_cka® ist Polynom € K[z]\ {0} mit f(a) = 0, deg f < n. F erzeugt als K-Vektorraum
von n Basiselementen aq,...,a, € F, jedes a € F ist K-Linearkombination der a;, insbesondere
jedes a € F in Klay,. .., ay). O

Proposition 2.21: K C F, F = K(ay,...,ay,) mit ay,...,a, € F algebraisch iiber K = [F : K|
ist endlich. (“endlich erzeugt von algebraischen Elementen = endlichdimensional”)

Beweis. K,L = K(al,...,ai), KO = K, Kn = F, K = KO - K1 c ... C Kn,1 - Kn = F.
Kit1 = Ki(aj41). aj+1 algebraisch iiber K;, da algebraisch iiber K, daher [K;i; : K;] = deg f;,
fi+1 Minimalpolynom von a;4q iiber Kj, insbesondere endlich. [F : K] = [F : K,_1][Kp-1 :
K,_9]---[K; : K] endlich. O

Korollar 2.22: F : K, sodass F' = K(S), S O F sodass jedes s € S algebraisch iiber K, dann
F : K algebraisch.

Beweis. Jedes a € F ist der Form a = f(s1,...,s,) fir gewisse s1,...,$, € S (endlich viele!) und
f € Klzy,...,xy,), daher a € K[s1,...,sy] mit [K[s1,...,s,] : K] endlich, daher a algebraisch iiber
K. O

Korollar 2.23: K C F Korpererweiterung, £ = {a € F ‘ a algebraisch iiber K}, dann F Korper.

Beweis. E = K(F) mit E C K(F) und andererseits jedes Element von K (F) algebraisch iiber K,
also K(F) C E. O
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Beispiel: A die Menge aller Elemente in C, die algebraisch iiber Q sind, dann ist A : Q Beispiel
einer unendlich-dimensionalen algebraischen Kérpererweiterung (unendlich-dimensional, da es nach
Eisenstein Vn € N ein f € Q[z] irreduzibel mit deg f < n gibt.)

2.4 Algebraischer Abschluss eines Korpers

Definition 2.1: K Korper, S C KJz| eine Menge von Polynomen mit deg > 1, F O K heifit
Zerfallungskorper der Menge S von Polynomen in K[z], wenn

1. jedes f € S zerfillt iiber F
2. F = K(W), W besteht nur aus Nullstellen der Polynome € S.

(Fiir S = {f1,..., fn} endlich ist der Zerfiallungskorper von S iiber K einfach der Zerfallungskorper
von fi- fa--- fy iber K.)

Definition 2.2: K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes f € K[x] mit deg f > 1 iiber K
zerfillt (es geniigt: jedes f € K|[x] mit deg f > 1 hat eine Nullstelle in K).

Definition 2.3: F O K, F heifit algebraischer Abschluss von K, wenn
1. F: K algebraisch

2. F algebraisch abgeschlossen

Anmerkung (Als Ubung): F D K. F ist algebraischer Abschluss von K < F Zerfillungskérper der
Menge aller Polynome € K[z] mit deg > 1 (es geniigt: Zerfillungskorper der Menge aller normierten
irreduziblen Polynome € K|[x]).

Satz 2.24: Der Zerfillungskorper einer beliebigen Menge S C K|z] iiber K existiert und ist bis
auf K-Isomorphie eindeutig.

Zeige zuerst Eindeutigkeit:

Satz 2.25: ¢ : K — F Korperisomorphismus, S C Klz| (mit degf > 1 fiir alle f € §5), E
Zerfallungskorper von S iiber K, L Zerfillungskérper von ¢(S) = {¢(f) | f € S} iiber F. Dann
Jp : E — L Korperisomorphismus mit @! K=

Beweis. Betrachten Menge T aller (E;, L;, ;) mit K C E; C E, F C L; C L. ¢; : E; — L;
Korperisomorphismus mit %“K = ¢; geordnet durch (E;, L;, p;) < (Fk, Lk, pr) <E; C Ey, L; C
Ly, ‘Pk|Ez— = ;. Da jede Kette in dieser Menge T eine obere Schranke in 7" hat (Uiel E;, Uiel L;,
Uier i) fiir {(EZ, Li, ¢i) | i € I} Kette. Also hat T maximales Element (E,L, ).

Behauptung: FE = E, L = L. Angenommen E G E, dann 3 Nullstelle b eines f € S, die in
E\ E liegt. (Wiren alle Nullstellen von Polynomen € S in E, dann wire E = FE, da E iiber

K von den Nullstellen erzeugt wird). Dann ¢ zu Isomorphismus ¢ : E(b) — L(p(b)) fortsetzbar
und (E (b),L(gb(b)),@Z)) (E, L, @) inT, W1derspruch zur Maximalitét. Wenn L S L, dann analog
: L — E fortsetzen zu ¢ : L(c) — E(¢~(c)). O
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Lemma 2.26: K Korper, F' : K algebraische Erweiterung, dann

|K| falls K unendlich

[F| < No - [K| = .
Ny falls K endlich

Beweis. Elemente von F sind Nullstellen von irreduziblen Polynomen € K|[x], jedes Polynom hat
nur endlich viele Nullstellen;

|F| < Zn}{fEK[x] ’degf:n}||
neN
— Zn|K’n+1
neN

<o Vg - [K| < Ng - | K|

Satz 2.27: Jeder Korper K hat algebraischen Abschluss K.

Beweis. Sei S Menge mit |S| > N - | K| (existiert, zZB. Potenzmenge von N x K). K eingebettet
als Teilmenge in S: K C S. Betrachten Koérpererweiterungen von K, die in S eingebettet sind:
KCECS, wobei-: ExFE — E,+:ExFE — FE so definiert sind, dass sie - : K x K — K,
+ : K x K — K fortsetzen. Betrachten Menge T' aller Tripel (E,+,-) mit K C E C S, +,-
Funktionen £ x F — FE, sodass Korperaxiome erfiillt und E algebraisch iiber K sowie +,- die
Operationen K x K — K fortsetzen. Axiome der Mengenlehre (Zermelo-Fraenkel, ZF) garantie-
ren, dass T tatséchlich eine Menge ist. Auf 7" Ordnungsrelation < (Fy,+1,1) < (E2,+2,-2) wenn
F, € Es und +9 Fortsetzung von +1, -2 Fortsetzung von -1; Zornsches Lemma anwenden: Jede
Kette hat obere Schranke (|J E;,|J+,J-), also 3 maximales Element von 7.

Behauptung: maximales Element (F,+,-) von T ist algebraischer Abschluss von K. F' : K alge-
braisch, da (F,+,-) € T. Angenommen F nicht algebraisch abgeschlossen. Dann sei F : F' einfache
algebraische Korpererweiterung, [E : F] = n > 1. In S ist genug Platz, um eine Kopie von E
einzubetten: |E\ F| < Ng - |K|, [S\ F| > Ng - |[K|. Verwirklichen E auf eienr Teilmenge von S, die
I umfasst, so, dass Multiplikation und Addition von E die Operationen von F' fortsetzen, dann
(E,+,:) € T echt grofer als (F, +,-), Widerspruch zur Maximalitét von (F,+,-). O

Korollar 2.28: K Korper, S C K[x] (sodass V f € S :deg f > 1), dann IF : K Zerfallungskorper
von S iiber K.

Beweis. Algebraischen Abschluss K bilden, F = K(W) mit W = {v € K } af € S: f(v) =0} ist
Zerfallungskorper von S iiber K. O

2.5 Separable Korpererweiterungen
Definition 2.4: Irreduzibles Polynom f € K[z| heifit separabel, wenn f in seinem Zerfallungskor-

per iiber K deg f viele verschiedene Nullstellen hat (dquivalent: in keiner Korpererweiterung von
K eine mehrfache Nullstelle hat).
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Anmerkung (Zur Erinnerung): f € K[x] hat in keiner Erweiterung von K mehrfache Nullstelle <
ggT(f, f) = 1. Mehrfache Nullstelle v = Nullstelle von f und f’, Minimalpolynom von u miisste
in K[z] f und f’ teilen. Umgekehrt: ggT(f, f') = g # 1, im Zerféllungskoérper von g mehrfache
Nullstelle.

Anmerkung: f irreduzibel € K[z] = (f hat in irgendeiner Erweiterung von K mehrfache Nullstelle
< f'=0). Well fiir f irreduzibel: ggT(f, f') # 1 < geT(f, f)=f, ‘ f/ mit deg ' < deg f =
f'=0o.

Satz 2.29: K Korper. Alle f irreduzibel € K|[z] separabel < x(K) =0V (x(K)=p A ¢ : K —
K, ¢(z) = aP surjektiv).

Beweis. “<” Wenn 3f irreduzibel nicht separabel, dann f' =0, a,, # 0,

n n
f= Zakxk, f/ = Z kakxk_l =0
k=0 k=1

dh. V& : kay = 0. Da K keine Nullteiler hat, folgt x(K) = p # 0 und fiir alle K mit a; # 0 gilt
D ‘ k. Dh. x(K) = p prim und

m
f = Z akpxkp
k=0

Wenn jedes a € K eine p-te Potenz ist, dann sei by, sodass ay, = (b;)?. Dann

zm:(bk>pxkp = (zmj bk:Bk)

k=0 k=0

S

also f nicht irreduzibel. Also folgt aus Existenz eines nicht separablen irreduziblen Polynoms, dass
KP G K, nicht jedes Element von K p-te Potenz.

“=”  Angenommen x(K) = 0 und K? & K, dann existiert nicht separables irreduzibles Polynom
€ K[xz]. Sei a € K \ KP, betrachte f = 2P — a. Im Zerfallungskorper F' von f iiber K sei b eine
Nullstelle von f, dh. b, sodass ¥ = a, dann

f=aP —a=aP — b’ = (z —b)P

f hat in seinem Zerfillungskorper iiber K eine p-fache Nullstelle. O

Definition 2.5: Ein Korper heifit vollkommen oder perfekt, wenn jedes f irreduzibel € K|[z] auch
separabel ist.

Anmerkung: Insbesondere: Jeder Korper mit x(K) = 0 ist perfekt. Jeder endliche Korper ist per-
fekt.

Beispiel: Beispiele fiir nicht perfekten Korper: Fy(x), zB in Z,(x) ist « keine p-te Potenz, daher
yP — x ein nicht separables Polynom in Z,(z)[y].
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Definition 2.6: F' : K algebraische Korpererweiterung heifit separabel, wenn jedes f irreduzibel
€ K|x], das in F eine Nullstelle hat, separabel ist. (Korper perfekt < jede algebraische Erweiterung
separabel).

Anmerkung: Fiir nicht algebraische Erweiterungen Separabilitit anders definieren.

2.6 Normale Korpererweiterungen

Definition 2.7: F : K Korpererweiterung heifit normal, wenn jedes irreduzible f € K|z], das in
F' eine Nullstelle hat, iiber F' zerfallt.

Satz 2.30: F : K algebraische Kérpererweiterung. Dann ist dquivalent
1. F': K normal

2. F ist Zerfallungskorper einer Menge von Polynomen in K[z] iiber K

3. V K-monomorphen ¢ : F — K (K der algebraische Abschluss von K) gilt ¢(F) = F.

Beweis.

1 — 2 Sei F tiber K erzeugt von S (F = K[S]), dann F Zerfallungskérper der Menge der Mini-
malpolynome in K[x] der Elemente von S.

2 — 3 F Zerfallungskorper von F C K[z]|. Sei S die Menge aller Nullstellen aller f € F in F,
F = K]IS]. Sei a € F, dann

Is1,...,8, €5, g€ K[x1,...,x2,]: a=g(s1,.-..,5n)

P(a) = g((s1), ..., v(sn)) = glts, ..., tn)
mit ty,...,t, € S, also ¥(a) € K[S] = F. Verwendet: ¢ lidsst Elemente von K punktweise
fest, dh. v lidsst Koeffizienten von jedem f € F C K|[z] fix, daher bildet ¢ Nullstellen von
f € F wieder auf Nullstellen von f ab, ¢(S) C S, ¢ injektiv = ¢ auf Nullstellen eines jeden
f € F bijektiv,

Vii,...,t, € S3s1,...,8, €5 w(Si):ti
AlsoVae F:a=g(s1,...,8n),9 € K[x1,...,2p],8; € S. Ft1,...,t, € S mit ¢(t;) = s;, also
fiir b= g(t1,...,tn) : (b)) = a. ¥ : F — F surjektiv.

3 — 1 f irreduzibel € K@, K C F C K. f hat Nullstelle a € F. Seien a = ay,...,a, alle
Nullstellen von f in K, dann gibt es einen Isomorphismus v : K[a] — K][a;] (fiir beliebige )
mit

v(a)=a;, Y(k)=kfirkeK

K ist algebraischer Abschluss von K[a] und von K[a;], 1 ldsst sich auf algebraischen Abschluss
fortsetzen zu ¢ : K — K Isomorphismus mit 1/1‘ Kla] = 1), insbesondere mit ¥ (a) = aj;, ¢‘ =

¥ : F — K K-Monomorphismus. Nach Voraussetzung ¢(F) = F, also a; = ¢(a) = ¢(a) € F.
Jede Nullstelle von f in K schon in F, also zerfillt f {iber F.
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Korollar 2.31: F, K endliche Kérper mit K C F', dann F': K normal (weil F' Zerfiallungskorper
von z!Fl — 2 iiber K).

Definition 2.8: Eine algebraische Korpererweiterung F' : K, die normal und separabel ist, heif3t
Galois-Erweiterung.

2.7 Einheitswurzel, Kreisteilungskorper

Definition 2.9: K Korper, w € K heifit n-te Finheitswurzel, wenn w™ = 1 und w heifit primitive
n-te Einheitswurzel, wenn die Ordnung von w in (K \ {0},-) gleich n ist, dh. w™ = 1, aber w* # 1
fiir 0 < k < n.

Anmerkung: n-te Einheitswurzeln gibt es immer, da 1 eine n-te Einheitswurzel fiir jedes n. Primitive
n-te Einheitswurzeln gibt es nicht immer, zB in Q von 1, —1 keine primitive dritte Einheitswurzel,
aber im Zerfillungskérper von 2" — 1 iiber Q gibt es primitive n-te Einheitswurzel e2™/™. Nicht
iiber jedem Korper kann man durch Adjungieren von Nullstellen von 2™ — 1 n verschiedene n-te
Einheitswurzeln bekommen, zB K endlicher Kérper mit x(K) = p, | K| = p™, |[(K \ {0}, )| = p™—1.
Jedes Element in (K \ {0}, -) hat als Ordnung einen Teiler von p™ — 1, zB Ordnung p nicht moglich.

Beispiel (Ubung): K Korper, n € N = die n-ten Einheitswurzeln in K bilden endliche zyklische
Gruppe, da Ordnung ein Teiler von n ist.

Lemma 2.32: K Korper, n € N. Wenn x(K) tn (x(K) =0 oder x(K) = p{n), dann hat 2™ — 1
in seinem Zerfillungskorper iiber K n verschiedene Nullstellen; wenn y(K) = p ‘ n,n=p"k,ptk
da 2" — 1 = (z¥ — 1)P" und 2™ — 1 hat in seinem Zerfillungskorper k verschiedene Nullstellen (die
Nullstellen von 2* — 1), jeder zur Vielfachheit p™.

Beweis. x(K) { n, (2" — 1) = na" ! geT(z" — 1,nz" ') = 1, 2" — 1 hat im Zerfillungskor-
per keine mehrfachen Nullstellen — n verschiedene Nullstellen. x(K) = p, n = p™k; Frobenius:
(xP"* — 1) = (2 — 1)P", Punkt 1 anwenden auf 2* — 1. O

Definition 2.10: w primitive n-te Einheitswurzel (pnE), dann sei

palz)= ] @-uwh)= 1] @-w
1<k<n u pnE
ggT(k,n)=1
das n-te Kreisteilungspolynom € K|x]. Offenbar
deg o = p(n) = [{k [ 1 <k < n,ggT(k,n) = 1}|

Satz 2.33:

1. Das n-te Kreisteilungspolynom ¢,, wie oben (w primitive n-te Einheitswurzel in K) ist in
R[z], R Primring von K (der von 1k erzeugte Ring).

17



2. ¢, € Fylz] D Zp[z] zerfillt in v(n)/a Stiick irreduzible Faktoren vom Grad d, d € N minimal,
sodass n ‘ gt —1.

Beweis.

Ad 1. Induktion nach n: o1 =2 —1 v

2" —1 = [[¢a@) = ¢u@) - [ ala)
d‘n d}n
d<n

Nach TV gilt

g(z) =[] ealz) € Rlz]
d}n
d<n
Wegen Eindeutigkeit von Quotient und Rest bei Polynomdivision: ¢, (x) € R[z] (x(K) = p,
R = 7Z,, Polynomdivision in Z,[z], x(K) = 0, R = Z, Division durch normierte Polynome aus
Z[z] und g(x) normiert). " — 1, g(x) normiert in R[z|. Division mit Rest in R[z]: 2" — 1 =
q(z)g(z) + r(z), degr < degg, in K|[z] folgt wegen Eindeutigkeit g = ¢, r = 0.

Ad 2. primitive n-te Einheitswurzel in Kérper F', der F, enthélt = F = F 4 und n ‘ ¢t — 1.
Fiir minimales d mit n ‘ g% — 1: kleinste Korpererweiterung von g, der eine primitive n-
te Einheitswurzel enthélt, dh. wenn man eine Nullstelle w eines irreduziblen Faktors von
¢n € Fylz] adjungiert, dann [Fy[z] : Fy] = d (d minimal, sodass n | ¢® — 1), daher ist auch der
Grad dieses irreduziblen Faktors d.

O]

Definition 2.11: K Korper, der Zerfillungskorper von z" — 1 iiber K heifit n-ter Kreistei-
lungskorper iiber K.

Wenn Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in einem Korper zyklisch, ist die Existenz von n verschie-
denen n-ten Einheitswurzeln dquivalent zur Existenz einer primitiven n-ten Einheitswurzel.

n-ter Kreisteilungskorper iiber K ist definiert als Zerfallungskorper von z™ — 1 iiber K; wenn
X(K) 1 n, dann im n-ten Kreisteilungskorper iiber K n verschiedene Einheitswurzeln (davon ¢(n)
primitiv); wenn p = x(K) ‘ n, dann n = pFPm mit p f m, 2" — 1 = (2™ — l)pk und im n-
ten Kreisteilungskorper iiber K nur m verschiedene n-te Einheitswurzeln, ndmlich nur die m-
ten Einheitswurzeln (n-te Kreisteilungskérper ist gleich m-ter Kreisteilungskorper fiir n = mp”,

p = X(K) fm).
Wenn x(K) = p t n, dann sei F' der n-te Kreisteilungskorper iiber K und ¢, = [[,(z — w) (w
primitive n-te Einheitswurzeln in F') (n-tes Kreisteilungspolynom), deg ¢, = ¢(n).

Induktives Verfahren, die Kreisteilungspolynome zu konstruieren, aus dem hervorgeht, dass die
Koeffizienten der ¢, im Primring (Z, bzw Z) liegen:

2" —1= [ wal@)=¢al@), er(2)=2-1
d’n,d<n
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Nach Induktionsvoraussetzung hat
g9(x) = H Pd
d|n7d<n

Koeffizienten im Primring, 2" — 1, ¢,,, g(x) normiert. Allgemein R C S kommutative Ringe mit 1,
fyg,h € Slz], h normiert, f,h € R[z], f(x) = g(x). h(z) = g € R[x] und wenn ¢y fiir d < n schon
konstruiert,

" —1
Pn =17
" Hd‘n Pa(x)
d<n

(in Q sind die Kreisteilungspolynome irreduzibel). Z, C F, Kreisteilungspolynom € Z,[z] C F,[z].
Uber F, zerfillt ¢,,p{n in irreduzible Faktoren vom Grad (= Grad der Korpererweiterung, wenn
man eine primitive n-te Einheitswurzel adjungiert) m mit m minimal, sodass n | qgm" — 1.

2.8 Konkrete Darstellung von endlichen Kérpern
2.8.1 Polynom-Darstellung

f beliebig irreduzibel € Z,[x] mit deg f = m, dann ist
Zplzl/(f) =~ Fpm

(genauso F, endlicher Kérper, f € Fy[z] irreduzibel, deg f = m, dann gilt Falzl/(f) ~ Fym)

Rechnet in Zp[#]/(f) = Fpm so: Restklassen mod p addieren und multiplizieren; Repréisentantensystem
bestehend aus allen g € Zp[z] mit degg < m, f irreduzibel € Fy[z] mit deg f = m heifit primitiv,
wenn eine Nullstelle « von f in F,[a] die multiplikative Gruppe erzeugt (wenn das fiir eine Nullstelle
gilt, dann fiir alle wegen Isomorphismus F,[a] ~ F,[5], a — [ fiir Nullstellen «, 3 desselben
irreduziblen Polynoms € F,[z].

Wenn f primitiv € Fy[z], dann z + f Erzeuger von

Folal/(f) = Fym

mit m = deg f.

Potenzen von 2+ f = ¢ auflisten ¢, ..., (™!, fir ¢™,...,¢9"~! Rest mod f bilden, “Index-Tabelle”,
dann hat man Darstellung der Elemente des endlichen Korpers, die sowohl fiir Addition (Polynome
vom Grad < m) als auch fiir Multiplikation (Potenzen von ¢, Exponent mod ¢ — 1) praktisch sind.
Da Fym der (¢™ — 1)-te Kreisteilungskérper (Zerfillungskérper von 24" —1 — 1) iiber F, ist, ist jeder
irreduzible Faktor von ¢gm_1 ein primitives Polynom.

2.8.2 Matrix-Darstellung

Allgemein K Korper, C A Algebra (Ring mit 14 = 1x = K-Vektorraum), a € A beliebiges Element
(algebraisch tiber K), K[a] ~ K[=]/(f), f Minimalpolynom von a, dh. normierter Erzeuger des Ideals

{g€ Klz] | gla) =0} <K
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(iA Minimalpolynom nicht irreduzibel). f normiert € K[z], dann Kll/(f) = KJa] weiters isomorph
zu dem von der Gefihrtenmatriz Cy von f erzeugten Unterring von M, (K) (n = deg f), wobei

0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
Cy =
1
—ayp —ai ... ... —0Ap_-1

Dieser Unterring ist auch isomorph zu Klel/(f), da f das Minimalpolynom von C} ist. Offenbar
ist das charakteristische Polynom von C} gleich f, aber auch das Minimalpolynom (Erzeuger des
Ideals {g € K[z] | g(Cy) = 0}). Allgemein:

Satz 2.34 (Satz von McCoy): R kommutativer Ring, C' € M, (R), dann ist das Ideal

{f € Rla] | f(C) =0}
genau
(Fo(@I —C):Fi(zl = C))={f € R[z] |Vge Fi(zl —=C): f-g e Fy(zl —c)}

wobei fir k = 0,...,n — 1 Fi(M) (M Matrix mit Eintragungen in S, hier = R[z]), das von den
(n — k) x (n — k) Minoren erzeugte Ideal von M ist.

M € M, (S) (S kommutativer Ring). (n — k) x (n — k) Minor von M ist eine Determinante einer
(n—k) x (n — k)-Untermatrix von M (einer Matrix, die aus M durch Streichung von k Zeilen und
k Spalten hervorgeht). Insbesondere Fy = (det M) - S das von det M erzeugte Hauptideal von S,
F,,_1 das von den Eintragungen von M erzeugte Ideal von S.

Anmerkung: Elementare Zeilen- und Spaltenoperationen (Addition des s-fachen (s € S) einer Zeile
i zur Zeile j (j # i) analog fiir Spalten) &ndern nichts an Fy, Fi, ..., Fj_1.

Anmerkung:
o 1 0 0 z -1 0 0
o 0 1 0 0 z -1 0
: 1 0 0 T -1
—ag —ai ... ... —Qp_1 apg ar ... ... TF+ap_1

2.9 Satz von McCoy

Anmerkung (Zutaten):

1. Ring-Isomorphismus M, (R|[z]) ~ (M, (R))[z] (R kommutativer Ring) via

/!
> afjat = > (0 ) 1gicna®

k>0 1<i<n k>0 lsjsn
1Zj<n

~
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Elemente in R[z] sind jeweils eingebettet: g = > apx® € R[z] in M, (R[z]) als “Skalarmatrix”,

g(x) 0 0
o)1= 0 g(z) 0
0 9(x)
in (M, (R))]x]
a0 ay am
g9(z) = apl+arfz+.. +aplz™ = + T4+ L

ao ai am

Anmerkung: S kommutativer Ring, dann Zentrum (Menge der Elemente, die mit allen Ele-
menten kommutieren) von M, (S) ist in S eingebettet als Menge der Skalarmatrizen {s/ { s €

S}.

2. Linearfaktoren - Nullstellen eines Polynoms: der Zusammenhang gilt auch fiir nichtkommuta-
tiven Koeffizientenring (eventuell mit Nullteilern). S Ring mit 1, g = > azz* € S[z], s € S,
dann

Zaksk =0 & dhe Sz]:g(x) =h(z)(x—2s)
k>0

(mit s rechts eingesetzt = rechter Linearfaktor)
Zskak =0 < 30 eSx]:g(x)=(x—s)l(x)
k>0

(mit s links eingesetzt = linker Linearfaktor)

3. Adjungierte einer Matrix: R kommutativer Ring, A € M,,(R), dann 3B € M, (R), B = adj A,
sodass
det A
A-B=B-A=(detA)I =
det A

Namlich:

B = ((—1)i+j det A;) 1<i<n
1<55<n
wobei A; die aus A durch Streichen der i-ten Spalte und j-ten Zeile hervorgehende Matrix
bezeichnet.
Anmerkung: Die Eintragungen der Adjungierten sind bis auf Vorzeichen die (n —1) x (n—1)
Minoren von A

Definition 2.12: A € M, (R). Eine kxk-Minor von A ist die Determinante einer k x k-Untermatrix
von A (einer Matrix, die durch Streichen von n — k Zeilen und n — k Spalten aus A hervorgeht).
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Spezialfall des Satzes von McCoy:
Satz 2.35 (Cayley-Hamilton): A € M, (R), x(z) = det(xI — A), dann x(A4) = 0.

Beweis. B = adj(xl — A):
B(zI — A) = x(2)I in M,(R[z])
B(z = A) = x(z) in (M, (R))]]
= x(4) =0 O
Anmerkung (Zusétzliche Notation):

1. “Fitting-Invarianten”: S kommutativer Ring: A € M,,(S), F;(A) das von den k x k-Minoren
von A erzeugte Ideal von S, F1(A) O Fy(A) 2 ... D F,_1(4) 2 F,(A). F ist das von
den Eintragungen von A erzeugte Ideal von S, F,, das von det A erzeugte Hauptideal von S,
F,(A) = (det A)S
Anmerkung: Die Eintragungen der Adjungierten von A erzeugen F,_;(A)

2. “Idealquotient”:

(I:xJ)={keK|VjeJ:kjecl}

wann immer das Sinn hat (insbesondere wenn K Ring, I, J K-Moduln, enthalten in K-Modul
LDOI,J.

Definition 2.13: R kommutativer Ring mit 1, (M, +) kommutative Gruppe. (M, +) ist R-Modul,
wenn Skalarmultiplikation - : R x M — M definiert ist, sodass

1. r(m+n) =rm+rn firaller € R,m,ne M

2. (rs)m =r(sm) fir alle r,s € R,m € M

3. (r+s)ym=rm+ sm fir aller,s € R,me M
Zusétzlich fir unitdren Modul:

4. 1pm =m fir alle m € M

Anmerkung: Jeder R-Modul M ist direkte Summe M = My ® My, My unitir, My hat
0-Multiplikation, dh. Vr € RVm € My :rm =0

Anmerkung: Wenn M ein R-Modul, dann
AgnM::{reR‘VmEM:rm:O}

Ideal <R. M heifit treuer (faithful) R-Modul, wenn

A}zmM = {0gr}
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Definition 2.14: R kommutativer Ring mit 1, (M, +,-) Ring mit 1 (eventuell nicht kommutativ),
dann heifit M eine R-Algebra, wenn M ein R-Modul ist und sich Multiplikation im Ring M und
Skalarmultiplikation - : R x M — M vertragen wie folgt: r(mn) = (rm)n = m(rn) fiir alle
m,n € M,r € R.

Anmerkung: R C S, R kommutativer Ring, S Ring = S ist treue R-Algebra (durch Einschrinkung
der Multiplikation S x S — S auf R x § — S). Jede treue R-Algebra von dieser Form: M treue
R-Algebra, dann R isomorph eingebettet in M durch r — 71, und Skalarmultiplikation mit r € R
ist dasselbe wie Multiplikation in M mit r1,;.

Satz 2.36 (Satz von McCoy): R kommutativer Ring mit 1, A € M,,(R). Sei
Na:={f € Rlz] | f(A) =0}

und C =z — A. Dann
Na = (Fn(C) :Rpa) Fn1(C))

Beweis. Angenommen g € Rx] ist in (F} : F,,—1). Das ist dquivalent zu: fiir ein Erzeugendensystem
E des Ideals F,,_1(C):

Vec E:g-ec€ x(z)- Rlx]
insbesondere dquivalent zu: fiir B = adj(C) gilt:
aD € My, (R[z]) : g(x) - B= x(x)-D

Multiplikation mit C' = xI — A (kein Nullteiler in M, (R[z]), also kiirzbar) ergibt &quivalente
Aussage:

g(z) - x(z) = x(z) - D - (I — A)
bzw.
x(@) - g(z) = x(z) - D - (zI — A)

(x(z) im Zentrum von M, (R[z])). Kiirzen von x(z) (kein Nullteiler da normiert, also kiirzbar)
ergibt dquivalente Aussage

g(x)=D-(xI — A) fiir D € M,(R[zx])
in (M, (R))[x]:
g@) =D (x—A) fir D€ (Ma(R))lz]

dquivalent zu g(A) = 0. O

Anmerkung: Haben verwendet: im Polynomring S[z] (S Ring mit 1) sind normierte Polynome
(Leitkoeffizient ist 1), kiirzbar, da sicher keine Nullteiler (Nullteiler im Polynomring haben als
Leitkoeffizienten Nullteiler in .S)
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Korollar 2.37: R kommutativer Ring mit 1, f € R[z], f normiert, A die Gefdhrtenmatrix von f,

dh.
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1
—ap —aj —Qp—1
dann ist
Ny = f(z)R[z]

(dh. Vg € R[z] : g(A) =0 < f | g in R[z])

z —1 0 0

0 = -1 0
C=uxl—-A=

0 0 =z -1

apg ay ... ... T+ ap—q

F,—1(C) = R[z], da £1 als (n — 1) x (n — 1)-Minor auftritt (bei Streichung von letzter Zeile und
erster Spalte),

Na = (x(«) - Rle] : Rla]) = x(x) - Rle]

und x(z) = f(z) (det(z — A), A Geféhrtenmatrix von f, ist f). Damit bekommt man eine Ma-
trixdarstellung einer einfachen algebraischen Erweiterung von R (R kommutativer Ring mit 1),
nidmlich: R C S (S Ring), s € S fix und algebraisch iiber R. R|[s|, der von R U {s} erzeugte Un-
terring von S, besteht genau aus den Ausdriicken ag + a1s + ... + as™ fir m € Nya; € R.
Daher Einsetzhomomorphismus ¢ : R[z] — S mit ¢(z) = s, ¢| r = idg surjektiv auf R[s],
kero = {f € R[z] : f(s) = 0} # (0), daher nach dem ersten Isomorphiesatz: Rlz]/kerp ~ R][s],
wobei ker ¢ Hauptideal = f(z) - Rlz], mit f # 0, erhalten Isomorphismus zu dem von R und Ay
(der Geféhrtenmatrix von f) erzeugten Unterring M, (R) (n = deg f).

R[s] ~ Rlzl/(f) ~ R[Ay]
s (x+f)— Ay
re—(r+f)—rl

In jedem Fall Einsetzhomomorphismus mit x + s bzw z — Ay und Einschrdnkung auf R gleich
idg ein Epimorphismus ¢ mit ker ¢ = (f), das zugehérige @ (erster Isomorphiesatz) ergibt Isomor-
phismus.
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Beispiel: C = R[] als Ring von 2 x 2-Matrizen iiber R. Minimalpolynom von i in R[z] ist f = 22+ 1;

0 1
=)

Jeder Matrix in R[Ay] lasst sich, da A3 = —1, darstellen als Polynom vom Grad < 1 in R[z] mit
Ay eingesetzt:

' 1 0 s 0 1\ [(a b o a4 bi
“\o 1 —10) " \-b a aTu
Isomorphismus

Anmerkung: a € S Ring, R kommutativer Ring C S. Wenn a Nullstelle eines normierten f € R[]
(deg f = n), dann besteht der von a iiber R erzeugte Unterring von S (a priori R[a]) aus R-
Linearkombinationen von 1,a,a?,...,a" ! und wenn f € R[z] von minimalem Grad mit f(a) = 0,
dann ist diese Darstellung eindeutig.

f=a"+by 12" 1+ ... +b

dann

a” = —b,_1a" ... = b

a” und induktiv alle htheren Potenzen von a als R-Linearkombination von 1, a, . ..,a" ! darstellbar.
Wenn zwei Darstellungen, dann gibt Subtraktion Polynom vom Grad < n — 1 mit a als Nullstelle.

2.10 Berlekamp-Algorithmus zur Faktorisierung von Polynomen iiber endlichen
Korpern

Wollen f € F4[z] in irreduzible Polynome faktorisieren.
Lemma 2.38: f € F,[z] gegeben. Wenn g € Fy[x], sodass f ’ g? — g, dann

f=11I eeT(f.9—-¢)

cely

Wenn zusétzlich 0 < deg g < deg f, dann ist diese Faktorisierung von f nichttrivial, dh. die Faktoren
sind nicht lauter Einheiten und ein zu f assoziiertes Polynom.

Beweis. In Fg[z]:

2l —x = H(fn—c)

cely

also Vg € Fy[z]

9 —g9=1[w-0

cely
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Die g — ¢ fiir verschiedene ¢ paarweise relativ prim. Wenn f | g? — g, dann

F=eeT(f.g"—g)=esT (£, [[o—o | = [] eeT(fog—©)

cely cely

weil die Faktoren g — ¢ paarweise relativ prim. Der Fall f ‘ g — c fiir ein ¢ kann nur vorkommen,
wenn deg g(= degg — ¢) > deg f oder wenn g — ¢ = 0 (dh. g konstant). O

Lemma 2.39: f e Fz|, f = ffl ---fSkS, wobei f1, ..., fs verschiedene irreduzible Polynome sind,
dann ist die Anzahl der g € Fy[z] mit f ‘ 99 — g und deg g < deg f genau ¢°.

Beweis. Wenn f ‘ g7 —g=1I(g—c), dann V f; 3 c € F; mit flk’
mit fzkl g — ¢, dann f ‘ [I(g —¢) = g7 — g (die fzkl fiir verschiedene ¢ relativ prim). Fiir jede
Wahl von (c1,...,cs) € Fy : Jlg € Fylx] mit ff"
Restsatz: ¢ = ¢; mod fz-k" (1 <4 < s) losbar, eindeutig losbar mod [];_; ffi = f. Also genau ¢*
solche g, fiir jede Wahl von (cy,...,¢s) eines. O

g — c¢. Umgekehrt, wenn V f; dc¢

g — ¢; und deg g < deg f, weil nach Chinesischem

Definition 2.15: Ein g € Fy[z] mit f ‘ g?—gund 0 < degg < deg f heifdt f-reduzierend

Unter den ¢° Polynomen g mit f ! g9 — g, degg < deg f alle ¢ Konstanten € [F;, vorkommen,
gibt es zu f € Fy[z] genau ¢° — g f-reduzierende Polynome, wobei s die Anzahl der verschiedenen
irreduziblen Faktoren von f ist.
Algorithmus 2.40 (Berlekamp-Algorithmus): Zum Finden derjenigen ¢g mit degg < deg f und
f ‘ g? — g: Division mit Rest von 279 fiir j = 0,...,n — 1 (n = deg f) durch f:

o/ = f(a)hj(x) + r;(z)

Tj(x) = bj(] + bjlx =+ ...+ bjn_lxn_l

Matrix

B = (bjk)o<j<n—1
0<k<n—1

g=co+crx+...+cp1z" !

erfillt f ! g9 — g genau dann, wenn (co, c1, . .., cp—1) Losung von
(coy.- yen—1)(B—1)=0

ist.

Beweis.
g=co+cx+...+cp1a" !

erfiille g | g9 — g. Da

¢l =co+ 1zl +cox® + ...+ en_1zxDa
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ist g9 — g =0 mod f dquivalent zu
cobo(x) + c1bi(x) + ... + cp—1bp—1(x) — (c)l + 1z + ... + cn_lx”_l) =0 mod f

Da Grad der vorkommenden Polynome < deg f, ist in diesem Fall = 0 mod f &dquivalent zu = 0
in Fy[z], dh. dquivalent zu

coboo — co + c1b1g + c2bog + ... + cp—1bp—10 = 0 (Koeffizienten von xo)

cobor, — c1big + ... Fep(bpgr — 1) + ...+ ep—1bp—1kx = 0 (Koeffizienten von xk)

dh. (co,c1,...,¢cn—1)(B—1) = 0. Beim Losung des linearen Gleichungssystems findet man auch die
Dimension dieses Losungsraums: ¢°, und erfihrt dabei s = Anzahl der verschiedenen irreduziblen
Faktoren von f. Als Losungen erhélt man (wenn s > 1), nach Wegwerfen der Konstanten, ¢° — ¢
f-reduzierende Polynome. O

Algorithmus 2.41: Berlekamp erlaubt uns, quadratfreie Polynome f = f; --- f5 (f; verschiedene
irreduzible Polynome € F,[z]) zu faktorisieren: Wenn deg f = n, dann 29, 0 < k < deg f mit Rest
durch f dividieren,

= hy(z) f(z) + ri() Zbij]

B = (brj)o<k<n—1; Lineares Gleichungssystem
0<j<n—1

(CQ,...,Cn_l)(B—I) =0

l6sen: Dimension als F,-Vektorraum des Losungsraums ist s = Anzahl der verschiedenen irredu-
ziblen Faktoren von f; (co,c1,...,¢n-1) # (co,0,...,0) (falls vorhanden, dh. falls s > 1) liefert f
reduzierendes Polynom

k

=D e

=0

H T(f,9 - c)
€lq

ist nichttriviale Faktorisierung, iterieren, falls f noch nicht komplett faktorisiert. Jetzt miissen
wir Faktorisierung eines beliebigen f € Fylz] auf Faktorisierung von quadratfreien Polynomen
zuriickfithren. Gegeben f, zuerst f’ bilden. Wenn f' = 0 (f = Y apz®, f' = Y kapa* ' =0 =
jedes k mit a, # 0 ist Vielfaches von p (Charakteristik)), dann f = > agaP*. f ist also p-te Potenz:
sei by € Fy mit b} = az, dann

fZZakxpk prxpk (Zb;ﬂ)

p-te Wurzel aus f = 3 apaP* ziehen erfordert Finden von b € F, mit b = a fiir beliebiges a € F9.
Fiir a = 0,b = 0: v. Fiir a # 0: ggT(p,q — 1) = 1, finden a,3 € Z, so dass ap + B(q — 1) =
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1. b = a® dann W = a®? = q® .1 = ¢ . ¢le= V8 = g1 = 4. Also, wenn f' = 0, dann p-
te Wurzel aus f berechnen (iterieren, bis f' # 0). Gegeben f mit f’ # 0; bilden ggT(f, f') =
d und f/d quadratfrei. g = f/d mit Berlekamp faktorisieren, irreduzible Faktoren von g aus f

wegdividieren (zur héchstmoglichen Potenz). Man erhélt eine p-te Potenz, iterieren. Wenn némlich
f=0f e fE 1< ki < p, dann

fr=hP(ff . ey

geT(f, f') = hpffl_l . fss_l

und

f

T

Anmerkung: Man kann (Berlekamp-Zassenhaus) einen Algorithmus zur Faktorisierung von Polyno-
men in Zp[z| auch zum Faktorisieren von Polynomen in Z verwenden (zB in Mignotte / Stefanescu).

2.11 Irreduzible Polynome in F,[z]

Anmerkung (Zur Erinnerung): V f irreduzibel in Fy[z] ist der Zerfillungskorper iiber F, derselbe,
némlich der eindeutig bestimmte Korper mit ¢" Elementen (der Zerfallungskorper aller irreduziblen
Polynome € F, vom Grad n enthilt nur einen Kérper mit Ordnung ¢"). Auflerdem reicht es, eine
Nullstelle eines irreduziblen f € Fylz] zu adjungieren, dann Fyla] = Fgn, wo f und alle anderen
irreduziblen Polynome von Grad n iiber F, zerfallen.

Lemma 2.42: 29" —z € F,[z]. Dann ist 29" —x das Produkt aller normierten irreduziblen Polynome
aus Fy[z], deren Grad n teilt.

Beweis. In Fgn[x] zerfillt

27— = H (x—c¢)

CGIFqn

Keine mehrfachen Nullstellen, also in 4[] keine mehrfachen irreduziblen Faktoren. Jedes irredu-
zible f € Fy[z] mit deg f = d } n hat Nullstelle in F a C Fgn, daher teilt f (Minimalpolynom
€ Fy[z] eines der ¢ € Fyn) in Fy[x] das Polynom 29" — z. Keine anderen irreduziblen Faktoren als
die Minimalpolynome der ¢ € Fyn in F,[z] kénnen vorkommen, und die Elemente aus Fy» haben
Minimalpolynom, dessen Grad [Fy[c]:F,] n teilt, da Fylc] C Fn = F,[c] hat ¢¢ Elemente fiir ein
d ’ n, also [Fyc]:F,| = d ’ n. Anders ausgedriickt: [[.(z — ¢) da in Fy[z], Produkt aller Mini-
malpolynome aller ¢ € Fyn iiber F, (je eins). Diese Minimalpolynome sind genau die irreduziblen
normierten Polynome € F,[z] mit deg ‘ n. O

Anmerkung (Notation): Ny(d) ist die Anzahl der verschiedenen normierten irreduziblen Polynome
€ Fy[z] mit Grad d.

Anmerkung (Notation): Sei I(g,n)(z) das Produkt aller normierten irreduziblen Polynome € F,[z]
mit Grad n. Dann
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2" — o = [[ (g, d) (@)

d|n

q" = Z dNy(d)

din

Daraus kénnen wir mit Mobius-Inversion Formeln fiir I(n, q) und N,(d) ableiten.
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3 Zahlentheoretische Mobius-Funktion und Mobius-Inversion
Definition 3.1: Firn e N={1,2,...} ={n € Z | n > 0} definiere

(n) (=1)* n =p1---ps quadratfrei, p; prim
n)=
a 0 sonst (n nicht quadratfrei)

Anmerkung: n heifit quadratfrei, wenn #Ap prim: p? } n (n ist Produkt von s verschiedenen Prim-
zahlen, n = py - - - ps, 1 gilt als Produkt von 0 Primzahlen).

Lemma 3.1:
0 n#1
Sun-{) 17
dn n=

(d | n im Summationsindex heifit Summieren iiber alle d € Nmit 1 <d <n und d ‘ n)

Beweis.
en=1V
o n#l:
Suw= ¥ u@=3 ;)0 =a-1r=0
din din k=0

d quadratfrei

wobei n = p; - - - ps und es (Z) quadratfreie Teiler d = p;, - - - p;, mit k verschiedenen Primfak-
toren gibt, die jeweils p(d) = (—1)* beitragen.

O
Satz 3.2 (Mobius-Inversion): Seien f, g Funktionen N — (G, +) (G kommutative Gruppe), sodass
g(n) =Y f(d)
din
dann
n
fm) =Y n(5) s = > weg)
din (c,d)
cd=n
1<¢,d<n

Dasselbe multiplikativ geschrieben: Wenn f,g: N — (G, -), sodass

gn) =] r@
din
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dann

f)=[To@" = [ g(@)©
din (c,d)

und es gilt jeweils auch die Umkehrung.

Beweis. Zeigen

g(n) = Z f(d) = f(n)= Zg(d),u (g) [Umkehrung: Ubung]
dln din
> g (5) ) =3 (D £0))uld)
djn dln c‘ n
=2 f(e)n(d)
(c.d)
cd|n
=Y 50 Y n (%) = fn)
c|n n
L

=0 aufler n=c

Korollar 3.3:

I(g,n)(z) =[] (qu _ x)u(z) . (qu - x)u@

und

Ny(n) = i%qdﬂ (%) = % (Czd) q*u(c)
cd’zn

Beweis. Mobius-Inversion angewendet auf
2! — 2 =[] 1(qd)(x)
din

und auf

q" = Zqu(d)

dn

mit

31



Proposition 3.4: Fiir n > 1:

I(g,n)(z) = I1 P ()

mlg"—1
migh—1 fir 1<k<n

Beweis. Im Zerfillungskorper von 29" — z, welcher der Zerfillungskorper von x4 1 — 1 ist

24" 1= H (x —¢)

CEFqn
c#0

Die Elemente ¢ € Fgn \ {0} sind d-te Einheitswurzeln jeweils fiir ein d | ¢" — 1 (d die Ordnung von
cin (]Fqn g {0}, ))

[I @-o=ya)

CEIFqn
c d-te EW
Der kleinste Oberkérper von Fg, der alle d-ten Einheitswurzeln enthélt, ist F mit ¢ minimal,
sodass d ‘ ¢* — 1, dh. Produkt iiber alle  — ¢ mit ¢ d-te primitive Einheitswurzel in F ¢ die in
keinem kleineren Erweiterungskorper von F, enthalten ist, ist einerseits

I @)

dlg"—1
dtqF—1,1<k<n

und andererseits Produkt aller irreduziblen Polynome, deren Grad n ist: jedes Element # 0 von
Fyn ist primitive d-te Einheitswurzel fiir ein d | n, und genau dann erzeugt ¢ den Korper Fyn iiber
Fy (Fgn =Fy[c]), wenn entweder das Minimalpolynom von ¢ iiber F, Grad n hat oder dquivalent, n
der kleinste Exponent von ¢ ist, sodass Fy» eine primitive d-te Einheitswurzel hat, dh. d | " —1,d¢
q’f —1,1<k<n. O

3.1 Mobius-Funktion eines endlichen Verbandes

Sei (P, <) endliche halbgeordnete Menge, ¢ : P x P — Z Funktion,

((z,y) = {1 Ty

0 sonst

bezeichnen auch die Matrix indiziert mit Elementen von P mit Eintragungen ((z,y) als (.
Proposition 3.5: ( invertierbar in Mp|(Z) und die Inverse p hat die Eigenschaft u(z,y) # 0 nur
fiir solche z,y mit x < y.

Anmerkung: Man nennt die Z-Algebra A(P) der Matrizen M|p|(Z) mit der Eigenschaft Eintragun-
gen # 0 nur an Stellen (z,y) mit x <y in P die Inzidenzalgebra von P. Die Proposition heifit also:
Die Inzidenzmatrix ¢ von P ist in der Inzidenzalgebra von P invertierbar
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Beweis. p¢ = I und p € A(P) dquivalent zu

SR

> sonst
z<z<y

und g € A(P). Das kann man erreichen, indem man (fiir fixes z) pu(x,y) induktiv definiert wie
folgt:

plz,y) =0 fallsz £y

pwlz,z) =1
pz,y)=— > p(z,2)

z
r<z<y

Induktiv nach Hohe iiber x vorgehen: wenn z > x, Hohe von z iiber x ist minimale Lange einer
maximalen Kette x = xp <21 < ... <z, = 2.

Inverse p € A(P) von ( existiert, und erfiillt auch (o = I (befinden uns im Ring M, (Z)), dh. es
gilt auch

> uzy) = {(1) Y

r<2<y sonst

O]

Proposition 3.6 (Mobius-Inversion): f, g, h Funktionen P — (G, +) ((G,+) Gruppe, (P, <) end-
liche halbgeordnete Menge), sodass

glx) = fla), h(z)=>_f(b)

P tSe
dann
f@)=>_ wa,x)gla), flx)=">>_ ulz,b)hb)
a€P beP
alz b>z
Beweis.
> wa,x)gla) =D pla, ) f(b)
i< i
= D ula,x) | £0) = flx)
beP aeP
b<a<zx
(5:1,
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bzw

glx) =) f(a)
a<s

dquivalent zu

f-C=g (fla)f(az) ... flan)) - ¢ = (9(a1)g(az) ... g(an))

fir P ={ay,...,a,}, also wegen (u = I folgt f = gu. Analog fiir h.
Beispiel: (P, <) sei (P(X), C), Potenzmenge einer endlichen Menge. Behauptung:

(-1)IB\ ACB

”(A’B):{o A¢B

Es geniigt zu iiberpriifen
1. u(A,B)=0fir AZ BV
2. fiir fixes A, B mit AC B

Z:MAQ—{;A:B

CePiX) sonst
ACCCB

> WA C)= Y p(A AUD)
CeP(X) DeP(X)
ACCCB DCB\A

= Z (=PI

DeP(X)
DCB\A

_ 'i <uk>\>(_1)k

fo D#0
11 D=0

Summe ist 0 fir A G B, 1 fir A= B.
Anmerkung:

0 A¢ B

HAB) = {m@,B\A) AcB
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Beispiel: Mobius-Inversion im Verband (P(X), C) ist Inklusion-Exklusion: Seien A;,..., 4, C X
endlich; I = {1,...,n}. Fiir eine Teilmenge J der Indexmenge I sei

f)=|{zeX|ze A}
={zeX|{icl|xeA}=J}
g()=|{zeX|ic] = zeA}

(4

icJ

LDJ

L
LDJ

= Z( 1IEV] mAl
L i€l
LDJ

= (—1)|C| ﬂ A
CCI\J i€JUC

fir J # 0.
]
f(J) = ‘X\UAi =>(-DF > AN N4
i€l k=0 {i1, ik}

Beispiel: Zahlentheoretische Mébius-Funktion: Verband der Teiler von n mit ¢ < b : & a ‘ b,

0 atb
w(a,b) =<0 b = ac, ¢ nicht quadratfrei
(=1)* b=ac,c=p;i---ps,p; verschiedene Primzahlen

zeigt man durch Uberpriifen von p(a,b) = 0 fiir a { b und
0 a#b
> pla,d) = {1 .
a<d<b a=

wu(a,b) fir a } b hangt nur von %/ ab, eigentliche zahlentheoretische Mobius-Funktion in einer
Variablen ist p(a) = (1, a) bzw. umgekehrt:

_Ju(@) alb
’"L(a’b)_{o ath
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Beispiel: Verband der F -Unterrdume eines n-dimensionalen Fg-Unterraums V' beziiglich
C(UW<LV):

0 Ug¢w {o Ugw

N(U7W):{(1)kq(§) UCW(k=dmW/u=dimW —dimU) B w(0,W/) UCW

Satz 3.7 (Satz von Weiser fiir Mobius-Funktion eines endlichen Verbandes): (Verband: halbgeord-
nete Menge (V, <), sodass Va,b € V : 3 sup(a,b) = aVb, 3 inf(a,b) = a Ab) Nennen das Minimum
des Verbandes 0 und das Maximum 1. Dann gilt fiir beliebiges a € V' mit a # 0:

Z /J,(O,ZC) =0

xvgzl
Beweis.
S=>> 0 z)uly1)
T ya
y=>a
=> pw0,2) D uy1)

Y
1>y>zVa

1 fiir xVa=1,0 sonst

= Z M(()? .’L‘)

xT

xVa=1

andererseits
S= uy.1) Y, p0,2)=0
y2a 0<z<y
[
=0

day>a>0. O

Beweis. Beweis der Formel fiir Mobius-Funktion des Verbandes der F,-Unterrdume von V' (n-
dimensionaler F,-Unterraum). Es gentigt zu zeigen

u(0,v) = (=1)"q2)
Induktion nach n:
en=0V
e n > 0: P beliebiger 1-dimensionaler Teilraum von V: Weiser

> u(0,U)=0

U
pPvU=V
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bzw.

u0,v) == % (=1 gl

U
pPvU=V

(nach IV gilt
p(0,U) = (~1)*q(2)
fir dimU = k < n). Anzahl der U mit dimU =n—1, UV P =V ist:

{ n } @ -9 =)@ ="
n—1] ¢t =g —¢*) ("' —q"?)

L)L

et Y SR et
qg—1 -1

O]

Abzéhlen der surjektiven F,-Homomorphismen ¢ : V' — W analog zum Abzihlen der surjektiven
Abbildungen zwischen endlichen Mengen (Mobius-Inversion).

Sei V' n-dimensionaler, W m-dimensionaler F,-Vektorraum, U Teilraum < W. Dann sei
9(U) = #{p € Hom(V, W) | Imp C U}

fU)=#{p€ HEg)m(KW) } Tmy = U}
g(U) = ‘Hﬁjm(v’ U)’ — qn-dimU

Es gilt

gU) = f(4)

A<U
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Mobius-Inversion:
FU) = wAU)-g(A)

(_1)dim Uu/a | q(dimQU/A) . qn~dimA

Anzahl der surjektiven F,-Homomorphismen V' — W ist f(W) (mit dim W = m)

- kio [ZL] q (—1)mkg (" ) nk

Korollar 3.8: Die Anzahl der n x m-Matrizen iiber F, vom Rang [ ist

] S
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4 Galoistheorie

Der “triviale Anteil” am Hauptsatz der Galois-Theorie besteht aus folgenden Tatsachen {iiber
“Galois-Korrespondenzen”.

Definition 4.1: Eine Galois-Korrespondenz besteht aus zwei halbgeordneten Mengen (X, <),
(Y, <) mit Abbildungen ¢ : X — Y, ¢ : Y — X, die folgende Bedingungen erfiillen: Da die
Bedingungen symmetrisch in ¢, v sind, schreiben wir o’ fiir ¢(a) bzw. 1(a) je nachdem, ob a € X
odera €Y.

l.a<b=1V<d
2. a<dad

Beispiel: O Menge von Objekten, F Menge von Eigenschaften (zB. Biicher in einer Bibliothek und
Schlagworte im Katalog), X = (P(0),<Q), Y = (P(E), Q).

ACO Aw— A ={e€E|Vac A:a hat Eigenschaft e}
BCE Bw B'={acO|VYbe B:ahat Eigenschaft ¢}

Beispiel: O = K[xy,...,z,], E = K", Galois-Korrespondenz zwischen P(O), P(K"™) gegeben durch

ACK(zy,...,xn) — Z(A)=A' ={be K" |VfeA: f(b)=0}
BC K"+ J(B)=B ={f € K[z1,...,z,) | Vb€ B: f(b) =0}
Lemma 4.1: Wenn zwischen (X, <), (Y, <) eine Galois-Korrespondenz x — ' besteht, dann
1. d" =d

2. dquivalent ist a” = a und 3b:a =V

3. Bijektion zwischen allen Galois-abgeschlossenen Elementen von X und allen von Y gegeben
durch (Einschréinkung von) x — 2.

Notation: Die Elemente mit a” = a heiflen Galois-abgeschlossen.

Die Galois-Korrespondenz, die der Theorie ihren Namen gegeben hat, ist: fiir eine Korperer-
weiterung K C F sei X die Menge der Zwischenkorper {L ‘ L Korper K € L C F} und
G = Autg F = {0 € AutF | Vk € K : o(k) = k}, Y die Menge der Untergruppen von G
(X, Y durch C geordnet) mit der Korrespondenz Koérper L — L' = {0 € G ‘ VieL:o(l) =1},
H < G, H — H' (Fixkérper von H)
H’:{aEF}VUEH:J(a):a}
= (| Fixo<F
ocH

KCH CF.
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Definition 4.2: Nennen eine Kérper-Erweiterung F: K eine Galois-Erweiterung, wenn G' = K,
dh. wenn K” = (Autg F)’ = K (die Gruppe der K-Automorphismen von F hat als Fixkoérper nur
K, nicht etwa einen gréferen Korper K’ O K).

F F’
L — L
H «— H
G — G

mit {id} = F/, {id}) = F" = F' = {id}, G = Autg F = K, G' = K", G" = K" = K' = G.

Es sind F, {id}, G = Autg F' immer Galois-abgeschlossen; es kénnte G’ = K” 2 K sein, Galois
& K'=K.

Anderer Zugang zur Galois-Theorie: startet mit Korper F' und Gruppe G < Aut F, setzt

K :=FixG = () Fixg
geG

dann F': K Galois-Erweiterung.

4.1 Hauptsatz der Galois-Theorie, 1. Teil

Satz 4.2 (Hauptsatz der Galois-Theorie, 1. Teil): F': K endlichdimensionale Galois-Erweiterung
(dh. K Fixkérper von Autg F), dann ist durch L — L' = {0 € Autg F |Vl € L : o(l) = I} fiir
LKérpermitKngFundHHH’:{aGF‘VUGH:J(a):a}fﬁngAutKFeine
Bijektion zwischen allen Zwischenkoérpern L (K C L C F) und allen Untergruppen von Autg F
gegeben, und [A: B] = [B’: A'] fiir alle A, B Zwischenkérper von F': K bzw. A, B Untergruppen von
Autyi F (wegen Bijektion zwischen Galois-abgeschlossenen Elementen einer Galois-Korrespondenz
geniigt es, zu zeigen, alle Zwischenkoérper, alle Untergruppen sind Galois-abgeschlossen: A” = A)

Anmerkung (Ubung): F: K endlicher Kérper = F: K Galois (Fortsetzbarkeit von Isomorphismen
auf einfacher Erweiterungen).

Anmerkung (Vorschau): Es gilt fiir algebraische Korpererweiterungen F': K: F': K Galois & F: K
separabel und normal < F': K separabel und F' Zerfallungskorperiiber K einer Menge von Poly-
nomen C K|[z]). Daher insbesondere fiir perfekten Korper K (insbesondere endliche Koérper und
solche mit x(K) = 0) gilt: F': K algebraisch = (F': K Galois & F: K Zerfillungskorper).

Anmerkung: 0 € EndF, K C F, f € K[z]; wenn o die Elemente von K elementweise fix lisst,
dann bildet o Nullstellen von f auf Nullstellen von f ab: w € F mit f(u) = 0, dann f(o(u)) =
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Insbesondere: o € Aut F', dann permutiert o die Nullstellen in F' von f € K|[x].

Lemma 4.3: F:K Korpererweiterung, ¥ O M 2 L O K, M :L Zwischenkorper mit [M : L]
endlich, dann [L': M'] (endlich) < [M : L].

Korollar 4.4: F': K endlichdimensional, dann |Autg F| < [F': K].

Beweis Spezialfall einfache algebraische Erweiterung. M = L[u],L’ = Autp F,M' = Aut), F =
{o € Aut, F ‘ o(u) = u} = Stabay, r(u). [L': M'] = [Auty F:Stabayt, r(u)] ist die Anzahl der
Links-Nebenklassen von Stab(u) in Auty, F', es gibt eine Bijektion zwischen Links-Nebenklassen von
Stab(u) in Autz, F' und dem Orbit von u unter Auty, F' dh. der Menge der Bilder o(u), o € Auty, F.
Da u algebraisch iiber L, u Nullstelle seines Minimalpolynoms f € L[x] iiber K, alle o(u) mit
o € Auty, F' sind auch Nullstellen von f, von denen es genau [L[u]: L] viele gibt: also
[L':M') <[L[u]: L] =[M:L] O
Beweis allgemeiner Fall. Durch Induktion nach [M : L]:

o M:L|=1,M=L = M=1L".

o [M:L]=n>1: Wahle u € M \ L, wenn M = L[u] fertig, sonst

Nach Induktionsvoraussetzung ist [L': L{u)'] < [L[u]: L] und [L[u]': M"] < [M : L[u]]. Insge-

samt: [L': M'| = [L': L[u]'] - [L[u] : M'] < [L[uT:L] - [M : L[u]] [ML] v

O

Korollar 4.5 (Ubung): Nach voriger Ubung gilt fiir K, F endlich, dass F: K Galois). Autg F
erzeugt von ¥, ¥(x) = 24, |K| = q.

Anmerkung: Autg F Galoisgruppe von F iiber K.

Lemma 4.6: K C F Korpererweiterung, J, H < Autg F';, H C J. Wenn [J: H] endlich, dann
[H':.J') < [J: H].

Beweis. o1,...,0, Reprisentantensystem der Linksnebenklassen von H in J.

Angenommen [H':J'| > k, seien uy,...,ury1 € H' so gewihlt, sodass sie J'-linear unabhiingig
sind. Betrachten lineares Gleichungssystem

O’1<U1)x1 + 0’1(U2)$2 + ...+ Ul(uk+1)xk+1 =0

O’k(ul)xl + O'k(UQ)l‘Q +...+ O'k(uk+1)$k+1 =0
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Mehr Variablen als Gleichungen, es existiert eine nichttriviale Losung (ag,...,aps1) € FFHL

Sei (ai,...,ap41) € FFF1\ {0} Losung mit minimal vielen a; # 0, also oBdA ay,...,a, #
0, Ar41y...y Q41 = 0.

Anmerkung: fiir o € J gilt: (ai,...,ax+1) Losung, dann auch (o(ay),...,o(ags+1). Klarerweise ist
dieses (o(a1),...,0(ag+1)) Losung von

oop(ur)xy + ...+ o001 (ug1)xrpe1 =0

oop(ur)rr + ... + 0o (ug41)Tp+1 =0

Dieses Gleichungssystem ist aber dasselbe mit vertauschten Gleichungen, da erstens o;(u;) nur von
der Linksnebenklasse von H in J abhéngt (1 € H = 7(u;j) = uj, daher oym(u;) = 0;(u;)) und
{001,009, ...,00} wieder Reprisentantensystem der Linksnebenklassen von H in J ist.

(a1y...,ak4+1) Losung # 0 mit minimal vielen a; # 0, durch Multiplikation mit al_l € F erhilt
man Losung (1,as,...,ags11), wobei eines der a; nicht aus J’ ist. Zeile des Gleichungssystems mit
o;H = H ergibt ujay + usas + ... + ugy1ai11 = 0. Die u; waren J'-linear unabhiingig, also ein
a; ¢ J'. Dieses a; ist ¢ {0,1} (0, 1 werden von allen ¢ € Aut F fix gelassen), oBdA ag ¢ J'.
Sei 0 € J mit o(az) # ag, dann (1,a9,...,a54+1) — (0(1),0(az),...,0(ak1)) = (0,a2 — o(az) #
0,b3,...,0,,0,...,0) Losung # 0 mit weniger als r Koordinaten ungleich 0, Widerspruch zur Mi-
nimalitét. O

Lemma 4.7: F: K Korpererweiterung, A, B Zwischenkorper von F': K oder Untergruppen von
Autg F mit B C A. Dann gilt: wenn B Galois-abgeschlossen, dann auch A und weiters [A: B] =
[B': A'].

Beweis. Sei [A: B] endlich, dann [B’: A’] endlich < [A: B] und weiters [A”: B"] < [B’: A’]. Wenn
also B” = B, dann (A” D A) [A:B] < [A":B] = [A":B"] < [B': A'] < [A:B]. Daher [A":B] =
[A:B] endlich, wegen A” D A folgt A” = A, auflerdem [A:B] = [B’: A’]. Haben gezeigt: F: K
Korpererweiterung, endlichdimensional. Dann |Autx F| = [F: K] endlich und alle Untergrup-
pen von Auty F' Galois-abgeschlossen. Wir haben Bijektion zwischen Galois-abgeschlossenen Zwi-
schenkorpern (Ubung: das sind genau die Korper L mit K” C L) gegeben durch A +— A’ mit
[A:B] = [B': A'] fiir alle A, B Untergruppen von Auty F' oder abgeschlossene Zwischenkorper. Im
Falle F': K endlichdimensional Galois, dh. (Autx F)' = K [bzw. K” = K] Bijektion zwischen allen
Zwischenkorpern und allen Untergruppen gegeben durch A — A’ und es gilt [A: B] = [B': A’]. O

4.2 Hauptsatz der Galois-Theorie, 2. Teil
Satz 4.8 (Hauptsatz der Galois-Theorie, 2. Teil): Sei F': K endlichdimensionale Galois- Erweite-
rung und E Zwischenkorper. Dann ist dquivalent:

1. E: K Galois

2. E stabil unter Autg F' (dh. Vo € Autg F': 0(F) = E)

3. E’/ Normalteiler in Auty F
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Wenn diese dquivalenten Bedingungen auf F zutreffen, dann ist
Auty E = Autk F/p

Anmerkung: Autyx F heifit Galois-Gruppe der Korpererweiterung F': K, auch geschrieben als
Gal(F': K). In dieser Notation

Gal(E:K) =Gal(F:K)/pr, E' ={o € Gal(F:K) | o(e) =eVe € E}
sofern FE stabil unter Gal(F : K bzw. dquivalent E' < Gal(F': K)

Anmerkung: E C F, G Gruppe C Aut F. E heifit stabil unter G, wenn Vo € G : 0(E) = E. Da G
Gruppe, folgt E stabil unter G schon aus Vo € G : o(E) C E. (Surjektion von O"E : E — FE folgt
aus 0~ '(F) C E und Bijektivitit von o : F — F).

Lemma 4.9: F': K Kérpererweiterung.

1. H < Autg F, dann gilt H < Autg ' = H’ stabil unter Autg F.
2. L Zwischenkérper, K C L C F, dann L stabil unter Autg FF = L' < Autg F.

Beweis.
zu 2 L stabil, sei m € L/, 0 € Autg F. Zu zeigen ist 0 'no € L'. Fiir | € L gilt

o tro(l) =0"to(l) =1
~—

eL

weil o(l) € L (wegen Stabilitit von L) und daher o(l) fix unter # € L’ v'. Haben gezeigt:
o~ no e L fir m € L',0 € Autg F, also L’ Normalteiler v .

zu3 H < Autg F. Angenommen H’ nicht stabil, sei ¢ € Autx F, u € H' mit o(u) ¢ H'. Wihlen
7 € H mit n(o(u)) # o(u), dann o~ 7o (u) # u, da aus 7(o(u)) # o(u) und Bijektivitdt von
o1 folgt o~ tro(u) # o~ (o(u)) = u.

O]

Anmerkung: F: K endlichdimensionale Galois-Erweiterung, dann F': E Galois fiir jeden Zwischen-
korper (E” = E dquivalent dazu), bzw fiir beliebige Korpererweiterung F: K ist F: E Galois
dquivalent zu F Galois-abgeschlossen. Zeigen Aquivalenzen fiir £ : K Galois.

Lemma 4.10: E Zwischenkorper von F': K. Wenn F': K Galois und F stabil unter Autx F, dann
E: K Galois.

Beweis. K" = K = Ve € E\ K : 30 € Autg F mit o(e) # e, wegen Stabilitdt von E unter
Auty F kann man o einschriinken auf a!E € Autg E, also 3o € Autg F mit o(e) # e. O

Lemma 4.11: E Zwischenkorper von F: K, F: K Galois. Wenn E: K algebraisch und Galois,
dann E stabil unter Autg F.
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Beweis. Sei e € E. Zu zeigen: Vo € Auti F gilt o(e) € E. Sei f € K[z] Minimalpolynom von e
iiber K (FE algebraisch iiber K), deg f = n. Seien e = ey, 9, . .., e, alle Nullstellen (mit Vielfachhei-
ten) von f in E. Betrachten g = (z —e1)(x —e2) -+ - (x — e,) € E|x]. Jedes 0 € Autg F' permutiert
die Nullstellen von f in F', da o(F) = FE, permutiert o auch die Nullstellen von f in E. o permutiert
ei,...,e = fiir alle Koeffizienten ay von g gilt o(a) = ax (Koeffizienten sind elementarsymmetri-
sche Funktionen in den Nullstellen eq, e, ..., e, ). Koeffizienten von ¢ in (Autg F) = K, g € K|z]
mit degg < deg f und g(e) =0 = f ‘ g und daher f = g (beide normiert). Alle Nullstellen von f
in F sind schon in F, insbesondere ist fiir jedes 0 € Autg F' o(e) € E (0 permutiert die Nullstellen
von f). O

Hauptsatz der Galois-Theorie, Teil 2

Bereits bewiesen: Wenn F': K algebraisch, dann gilt fiir Zwischenkérper E: E: K Galois genau
dann, wenn E stabil unter Autg F' (dh. o(E) = E fiir 0 € Autg F). E stabil = E' < Autg F; H’
stabil <« H < Autg F.

Lemma 4.12: Wenn F': K algebraische Korpererweiterung, F stabiler Zwischenkorper; dann ist
Autg F/E’ isomorph zur Untergruppe von Auty E bestehend aus jenen Automorphismen von E, die
auf F fortsetzbar sind; im Spezialfall [F': K] endlichdimensionale Galois-Erweiterung gilt Autx E ~
AutK F/E'/

Beweis. E stabil = E' 4 Autg F, E: K Galois, ¢ : Autg F — Autg E mit ¢(0) = 0|, (wohlde-
finiert, weil Vo € Autg F : o(E) = E, also O"E : E— E Automorphismus). ¢ Gruppenhomomor-
phismus,

ker p = Autg F
Imy = {WEAutKEZHUGAutKFi(J"K =7},

das ist {alle K-Automorphismen von E, die auf F' fortsetzbar sind}. Fiir [F': K] endlichdimensional
und Galois:

|Auty F|=[F: K|, E =[E':{id}]=[F:E]
also
|Autk F/p'| = [F:K]/[F.E] = [E: K] = [Autk E]|

Daher Im ¢ Untergruppe von Autx E, gleichméchtig wie Autx E also Imp = Autg E. O

Satz 4.13: F': K algebraische Korpererweiterung, F': K Galois < F': K separabel und normal,
bzw. F': K Galois < F': K separabel und F' Zerfallungskorper iiber K, einer Menge von Polynomen
€ K[x].

Anmerkung: Wissen bereits: F': K algebraisch = (F: K normal < F': K Zerfillungskorper).
Beweis. F: K Galois, sei u € F' mit f € K|[z] Minimalpolynom von u iiber K, seien uy,...,uy die

verschiedenen Nullstellen von f in F' (je einmal), g = (z — uy) - - - (x — uy). Die Koeffizienten von ¢
sind elementarsymmetrische Polynome in ug, ..., u, als unter Permutation der u; invariant, daher
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unter allen o € Auty F' invariant (jedes o € Autx F' permutiert up, ..., u;). Da F': K Galois, gilt
K" = K, also sind die Koeffizienten von g in K; auflerdem g(u) = 0, daher f ‘ g in K[z], degg <
deg f, also f = g (beide normiert). f zerfillt iiber F' in Linearfaktoren, deg f viele verschiedene
Nullstellen, f separabel und f zerfillt iiber F' (f beliebig irreduzibel in K[z] mit Nullstellen in F'
= f separabel, f zerfillt iiber F'), also F': K normal, separabel. O

Lemma 4.14: F: K algebraische Korpererweiterung. F: K Galois < F Zerfallungskorper einer
Menge von separablen irreduziblen Polynomen € K|z]

Beweis.
“="  schon im vorigen Satz

“” w e F\K,dann u € L = K(vy,...,v), v1,...,v; Nullstellen von fi,...,fr € Klz]
separabel, seien uy, ..., u, alle Nullstellen von fi,..., fr € F, E = K(uy,...,u,). E: K Zer-
fallungskorper separabler Polynome, F: K endlichdimensional. Angenommen, Behauptung
stimmt fiir endlichdimensionale Erweiterungen, dann folgt E : K Galois dh. 30 € Autg F mit
o(u) # u und o fortsetzbar zu m € Autg F', da F Zerféllungskorper iiber E (von demselben
Polynom wie iiber K).

Zeigen jetzt Behauptung fiir [F': K| endlich mittels Induktion nachn = [F: K]: [F: K] =1 v;
Seiw € F\ K, K[u] Zwischenkorper mit [K[u]: K] = s = deg f mit f € K[z] Minimalpolynom
von u iiber K. Wissen, dass |Autyx F| < [F': K], ndmlich

]AutKF] = ’AutK//F| = [F:K”]

Fiir F': K Galois geniigt es, zu zeigen [F': K"] = [F: K| (da K" = K folgt) also geniigt es, zu
zeigen |Autg F| = [F': K]

F {id}

Klu] Klu]' = Autgp F
|s |s
K Autg F

Bijektion zwischen Links-Nebenklassen von K[u)’

denen Nullstellen von f in F' gegeben durch

in Aut g, F und uy, ..., us, den verschie-

o(Ku]) = o(u)
Also
[K[u]: K] = s = [Autg F': Autgy, F]

auBerdem F': K[u] Zerfallungskorper von separablem Polynom € K{[z| mit [F': K[u]] < [F: K].
Nach Induktionsvoraussetzung F': K[u| Galois,

[F: K[u]] = |Aut g, F|
insgesamt

[F:K]=[F:K[u]] - [K[u]: K] = |Autgp F| - s = (K[u])[Autg F: K[u]'] = |Autg F]|
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Haben also
[F: K] = |Autg F| = |Autgr F| = [F:K”]

Wegen K C K” und endlichdimensional folgt K = K", F': K Galois.
O

Satz 4.15: F: K algebraische Korpererweiterung, Galois (dh. K = K), dann ist durch die Galois-
Korrespondenz eine Bijektion zwischen allen Zwischenkorpern und den Galois-abgeschlossenen Un-
tergruppen von Autg F' gegeben; insbesondere F': E Galois fiir jeden Zwischenkorper E. Auflerdem
E: K Galois & FE stabil unter Autg F und E: K Galois & E' < Autx F' und es gilt fiir stabilen
Zwischenkorper E:

Auty E ~ Autg F/p' (= Autg F/Auty F)

Beweis. Bijektion zwischen Galois-abgeschlossenen Zwischenkorpern und Galois-abgeschlossenen
Untergruppen sowieso. F': K Galois = F: K Zerfallungskorper einer Menge separabler Polynome
iiber K, daher F': E Zerfallungskorper derselben Menge von Polynomen iiber E, deren irreduzible
Faktoren in E[x] wieder separabel, also F': E Galois, dh. E” = E, E Galois-abgeschlossen.

Schon gezeigt F: K Galois & F stabil unter Autg F' und fiir F mit £’ = E E:K Galois &
E <Autg F.

Fir
Autg E ~ Autk F/Autg F

brauchen wir nur mehr, dass jedes 0 € Autg F zu m € Aut F' fortsetzbar ist. ¢ € Aut E ist zu
o € Aut F fortsetzbar, weil F' Zerfallungskorper iiber E. O

Beispiel: F, K endliche Korper = F': K Galois, da K perfekt, also jede Erweiterung separabel und
F Zerfallungskorper von z? — x iiber K, ¢ = |K|. Autg F' = (¢), ¥(x) = z9, [(¢))| = n wenn
|[F| = ¢" = [F:K]. Fiir £ | n ist der Fixkérper von (¢*) = {u € F | ul’ — u = 0} der eindeutig
bestimmte Unterkérper von F mit ¢¢ Elementen.

Beispiel: A der algebraische Abschluss von Z,, A:Z, algebraische Erweiterung, nicht endlichdi-
mensional. A normal und separabel {iber Z,, also A:Z, Galois. Die von ¢ : A — A, ¢(z) = P
(Frobenius-Homomorphismus) erzeugte Untergruppe von Autz, A hilt nur die Elemente von Z,
punktweise fest, ist aber nicht ganz Autz, A, dh. ()" = Zj, = Autz, A # (), (1) nicht-Galois-
abgeschlossene Untergruppe < Autz, A.
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5 Norm, Spur und Basis

5.1 Norm und Spur

Definition 5.1: Im Spezialfall F': K endlichdimensionale Galois-Erweiterung: Norm N g F— K,
Spur T}? : F — K definiert durch

Nic(u) = o1(u) - o2(u) -~ on(u)

TE (v) 1(u) +oo(u) 4+ ...+ on(u)

wobei {o1,...,0,} = Autg F (n = [F: K]).
Anmerkung: Abkiirzende Schreibweise: N, T fiir N l’g, T }? .

Lemma 5.1: F': K endlichdimensional-Galois, dann
1. Vu€ F: NE(u) € K, TE(u) € K (daher NE, TE : F — K wohldefinierte Funktionen)
2. N(u)-N(w)=N(u-v), T(u)+T(v) =T(u+v).
3. Firue K :

N(u) =yl K]
T(u)=[F:K] -u

4. wenn F = K[u] und f = 2" + an,_12" ' + ... + a12 + ap das Minimalpolynom in K[z] von
u, dann

N(u) = (-1)"ag
T(u) = —ap—1

Allgemein, wenn u € F' mit Minimalpolynom wie oben, dann
N(u) = ((=1)"ag)!F 1
T(u) = —[F: K[u]] - ans
5. K C E C F, dann
Ng o Nig = Nig
TR 0Ty =Tk
Definition 5.2: Fiir F': K endlichdimensionale Korpererweiterung, K sei algebraischer Abschluss
von K, K D F D K, fiir u € F ist
Nic(u) = o1(u) - 0y (u)
TE @) = o1(u) + ...+ on(u)
wobei o1, ..., 0, alle injektiven Einbettungen von F in K, die K punktweise gleich lassen, durch-

lauft.
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Definition 5.3: F': K separable algebraische Erweiterung, endlich-dimensional mit [F': K| = n.
Definiere

N=NEf: F-K,
T=TF: F-K

mit
T(u) = o1(u) + o2(u) + ... + op(u)
wobei 071, ..., 0, alle verschiedenen K-Einbettungen von F in K (K algebraischer Abschluss von

K, der F enthéilt) durchlduft.

Statt K kann man in der Definition auch N, den normalen Abschluss der Erweiterung F: K ver-
wenden; N ist der eindeutig bestimmte kleinste Kérper mit K O N O F D K, sodass N : K normal;
man erhilt N, indem man den Zerfiallungskorper iiber F' aller Polynome in K|z], die eine Nullstelle
haben, bildet. Ohne Beweis:

[F:K]=|{oc: F — N | ¢ K-Monomorphismus}|
=|{o: F — K | ¢ K-Monomorphismus} |

Letzteres gilt, weil K-Monomorphismus Nullstellen eines Polynoms f € K[z] permutiert, also
o(F)CF.

Es gilt
1. Vue F: NE(),TE(u) e K
2. NE(uv) = NE(u) - NE@)
3. TE(u+v) = TE(u) + TE(v), TE(ku) = kTE(u) (dh. T: F — K ist K-linear)
4. fiir u € F sei ag + a1z + ... + am_12™ 1 + 2™ das Minimalpolynom von u iiber K. dann
Tg(u) = —[F: K[u]] - an—1
Ni(w) = ((=1)™ag)!"* K

5. F O F D K, dann
NEoNE =NE
TEoTE =TF
Im Spezialfall F': K endlichdimensional Galois ist N = F und {o1,...,0,} = Autg F’
6. Fir k € K ist

Nf (k) = KK
TE(R)=[F: K]k
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Lemma 5.2 (Artin-Lemma): F' Korper, ¢1,...,¢, @ (G;) — (F*,-) verschiedene Gruppenho-
momorphismen, dann sind ¢1,...,y, F-linear unabhingig, dh. wenn fiir ai,...,a, € F gilt
arp1 + ... + appn, = 0 (die Funktion konstant 0), dann folgt a; = ag = ... = 0 (dh. im F-
Vektorraum F@ aller Funktionen G — F mit elementweisen Operationen).

Beweis. Induktion nach n.
Fiir n = 1: p(eq) = 1 # 0, daher auch kein Vielfaches, auler a = 0.

n—1—n:Sei app1(x) + ...+ appn(z) = 0. OBdA alle a; # 0 sonst folgt Behauptung aus In-
duktionsvoraussetzung; ¢1, ..., @y, verschieden, sei g € G, sodass v1(g9) # ¢n(g). In & g fiir x ein-
setzen und mit ¢, (g) ! multiplizieren. Dann a1, (9) " 1(9)¢1(x) + . . . + anpn(9) " Lon(g)pn(z) =
0 Q. Subtraktion © — { liefert Gleichung bip1(z) + ... + bp—1pn—1(z) = 0, dh. by = a1 —
a1(pn(9)"tp1(g)) # 0, Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung, dass ¢1, ..., p,_1 F-linear un-
abhingig. O

Korollar 5.3: Verschiedene Automorphismen eines Koérpers F' sind F-linear unabhingig. (¢ €
Aut F' — ¢(0) = 0, ¢ bijektiv, also ¢| ., : F* — F* Automorphismus von (F*,-)), insbesondere
sind die in Definition von N, T vorhandenen o1, ..., 0, F-linear unabhéingig.

Korollar 5.4: T}? : ' — K surjektive K-lineare Funktionale. Im 7T ist K-Unterraum von K, also
K oder (0), nicht (0), weil T' = o1 + 02 + ... + 0y, nichttriviale F-Linearkombination verschiedener
Automorphismen von F' ist.

Anmerkung: F: K endlicher Korper, dann sind die K-linearen Funktionale F': F — K genau die
Abbildungen Lg : F' — K fiir 8 € F' definiert durch

Lg(x) = T (Bz)
(und fiir verschiedene 3, ist Lg # L-).

Beweis. L(x,y) = TE(zy) K-bilinear, Lg(y) = L(B,y) = T(By) K-linear, Lg : F — K fiir
beliebiges 3 € F, fiir § # v ist Lg(x) — Ly(x) = T((# — 7v)x) nicht die 0-Funktion, x — (8 — )z
bijektiv F — F und T : F — K surjektiv. Daher |F| = |K | %] verschiedene Lg. Das sind alle
K-linearen Funktionale F' — K. O

Definition 5.4: Eine zyklische Korpererweiterung F': K ist eine Galois-Erweiterung mit zyklischer
Galoisgruppe Autg F.

Analog heifit “soundso” Korpererweiterung (wobei “soundso” ein Adjektiv ist, das einer Gruppe
zukommt), dass die Galois-Erweiterung mit “soundso” Galois-Gruppe gemeint ist; zB zyklische,
Abelsche, auflosbare, etc Erweiterung.

Proposition 5.5: F': K endlichdimensional zyklisch, Autx F' = (o), dann gilt fiir u € F

TE(w)=0 < FJveF:u=v—o(v)
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Beweis 1. “<” Klar, sogar fiir beliebige Koérpererweiterungen, o € Autg F

T(wv—0o)=Tw)—T(c(v)) =T(v) —T(v) =0

“=” Weil T : F — K surjektiv, 3w € F mit T(w) = 1. Fiir ein solches w und ein v € F mit
T(u) =0 sei

v = ww+(uto(w)o(w)+(uto(u)+o?(w)o?(w)+.. .+ (uto(u)+o?(u)+...+0" > (u))o" *(w)
dann (Ubung) v — o(v) = uT(w), dh. fiir w mit T(w) = 1 gilt v — o(v) = u.

O]

Beweis 2. Einfacher Beweis fiir den Spezialfall K =F,, FF =Fgm: Sei a € F' : 0 = T'(a). Sei § (in
Erweiterung von F') Nullstelle von 2 + x — o = 0. Zeigen: § € F, dann o = 7 — § = o(8) — 03,
Autg F = (o).

0=T()=a+a’+a? +...+a%"
= (81— B)+ (8= B) + (8= BT 4.+ (8 =BT
= (87— B) + BT =B+ 5T =BT L+ (87 =)
=" — 3
Daher 8 € Fgm = F. O

Satz 5.6 (Hilberts Satz 90): F': K endlichdimensionale zyklische Erweiterung, Autx F' = (o), dann
fir u € F:

NE(w)=1 & FJve F:U=uv(o()™*
Beweis. “«<” Fiir beliebige Galoiserweiterung und o € Autg F' und v € F gilt

N(vo(v)™') = N(w)N(o(v)) ' = Nw)N(@w) =1

“=” Sei uw € F mit N(u) = 1 (insbesondere u # 0); Dan id,o,02,...,0"" ! (n = [F: K]) ver-
schieden, sind sie F-linear unabhéngig, also gibt es w € F' mit

v =uw + (uo(u))o(w) + (uo(u)o?(w))o?(w) + ... + (uo(u)--- o™ 1 (u)o™ Hw) #0

fiir jedes solche v gilt: u = vo(v)~! (Ubung).
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5.2 Basen

Definition 5.5 (Basen): F': K endlichdimensionale Galois-Erweiterung, [F': K] = m, aq,...,0m
K-Basis von F' genau dann, wenn

T(aran) T(a1omm)
qer | T Teatml ] ) 1iem # 0
: : 1<j<m
T(amar) - T(amoam)
wobei T' = Tl};.
Korollar 5.7: ay,...,q, wie oben sind K-Basis von F' genau dann, wenn
oi(ar) -+ o1(am)
dot 02(:041) Uz(f)ém) _ det(os(ay)) £ 0
m(ar) - m(cm)
wobei {01 =id, 09,...,0,} = Autg F.

Beweis. Angenommen T'(a;oj) hat m K-linear unabhéngige Zeilen. Sei
a1+ ...+ oy =0

dann auch
craag + ...+ cpamar =0

flir beliebige ay. Darauf T' anwenden:
aT(arar) + T (o) + ... + e T (amag) =0

fir alle £ = 1,...,m, dh. die entsprechende K-Linearkombination der Zeilen von (T'(a;a;)) ist 0,
es folgt fiir alle ¢;, dass ¢; = 0.

Umgekehrt, wenn «q, . . ., a,, K-linear unabhéingig. Angenommen, K-Linearkombination der Zeilen
von (T'(a;cor)) mit Koeflizienten ¢; € K ist 0, dh. fir k=1,...,m:

aT(arag) + 2T (agay) + ... + e T (amay) =0

T((cra1 + coag + ... + cpam)ag) =0

fir k =1,...,m, dh. fiir § = cioq + ... + cpmauy, ist Lg = 0 weil Lg(ay) = 0 fiir o,. .., ap, eine
K-Basis von F'; Daraus folgt 8 = 0, weiters folgt alle ¢; = 0, da aq, ..., a, K-linear unabhéngig.

Korollar folgt aus
(7i(0))" - (0i(ay)) = (T(viex;))
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also
det(T(aiey)) = (det(o(ar;)))?

(i, j)-te Eintragung von (o;(a;))" - (0(cj)) ist

o1 (o)
o2(e;)
(o1(a),02(s), ..y on(ay)) - : = o1(ay) + oa(og) + ..o+ om(agoy) = T(ag0)
om(y)
0
[Beweis]
Satz 5.8: F': K, n = [F: K] endlichdimensionale zyklische Korpererweiterung (Autyx F' = (o)).
Dann hat F eine K-Basis der Form «,o(a),0?(a),...,o0" (a) fiir ein a € F.
Beweis. o™ = id und id,o,02,...,0" ! verschiedene K-Automorphismen von F, also F-linear

unabhéingig. Daher ¢ Nullstelle von z™ — 1, aber nicht Nullstelle eines Polynoms in K[x] mit
deg < n. Daher ™ — 1 Minimalpolynom von ¢ als K-lineare Abbildung F' — F. Da Grad des
Minimalpolynoms von o gleich n (= Grad des charakteristischen Polynoms) ist das Minimalpolynom
gleichzeitig das charakteristische Polynom und ¢ hat beziiglich einer bestimmten K-Basis von F'
die Form: Gefihrtenmatrix des Minimalpolynoms, dh.

0 1 0 0
0 0 1 0
0 1
_a/O IR _an—l
Wobei ay, ..., an—1 die Koeflizienten des Minimalpolynoms, speziell 2 — 1. Dh. wenn « das erste
Basiselement, dann hat die Basis die Form a, o(a),0?(a),. .., 0" (a). O
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6 Minimalpolynom eines linearen Operators / einer Matrix, ra-
tionale Normalform

Gegeben n-dimensionaler K-Vektorraum V, o € Endg (V) = {¢ : V — V | ¢ k-linear}, beziiglich
Basis B habe o die Matrix S. Definieren eine von o induzierte K[z]-Modulstruktur auf V. f(z)v =
f(o)v sei die Skalarmultiplikation. Nennen diesen K [z]-Modul V.

Lemma 6.1: Fiir K-Unterraum U von V ist dquivalent

1. U ist invariant unter o, dh. o(U) C U
2. U ist K[z]-Untermodul von V,
Beweis. Klar, da U < (V,+) sowieso und Abgeschlossenheit beziiglich Skalarmultiplikation mit

Elementen aus K [x] heifit Abgeschlossenheit beziiglich Multiplikation mit Konstanten aus K und
Anwendung von o. O

Definition 6.1: Sei R kommutativer Ring. Ein R-Modul M heifit zyklisch, wenn er von einem
Element erzeugbar ist, dh. M = Rm fiir ein m € M.

Anmerkung: Wenn M = Rm zyklischer R-Modul, dann M =~ B/Anng(m), wobei
Annpm={reR ’ rm =0} <Rvia f: R— Rm, f(r) =rm und erstem Isomorphiesatz.
Lemma 6.2: Fiir einen Teilraum U des K-Vektorraums V ist dquivalent:

1. U ist o-invarianter Teilraum, der eine o-zyklische K-Basis hat, dh. eine Basis der Form

v,0v,0%v,...,0" v (k= dimU).

2. U ist ein zyklischer K [z]-Untermodul von V.
Bzw genauer, dquivalent ist

1’ U ist o-invarianter Teilraum mit Basis, beziiglich derer a!U eine Matrix der Form

0 1 0

0 0 1

0 0 0 :
0 0 O 1
ap a1 az - Qg1

2 U zyklischer K[z]-Untermodul U = K[z]v mit Anngp v = f(2)K[z] mit f(z) = 2F —

ak_lxk_l — ak_zzk_ —...—ap

[\

Beweis.

e 1’ — 2': Die ersten k — 1 Zeilen der Matrix von O"U bedeuten eine Basis der Form

v, 0, 021), . ,ak_lv.

Letzte Zeile: 0*v = (ag 4+ a10 + ag0® + ...+ ap_10° v, Sei f(z) = 2¥ —ap_12F 1 — ... —ay,

dann f (O"U) = 0 (als lineare Abbildung U — U) und o| ¢ ist nicht Nullstelle eines g € K[x]
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mit deg g < k = deg f weil v, 0v,0%v,...,0" v K-linear unabhingig und daher (by + byo +

oA br_10F v #£ 0, fiir alle by, . . ., by_; nicht alle 0. Also Anng, U = Anngp, v = K] f(z).
o2 — 1: U = Klz|v (U zyklischer K|[z]-Modul) heift U = {g(z)v | g(z) € K[z]}, wobei
man sich auf g(x) mit degg < deg f beschrinken kann, da fir g(x) = g(x)f(z) + r(x) gilt,
dass g(o)v = r(o)v (da ja f(o)v = 0). U = {g(o)v | g € K[z],degg < k = deg f} als K-
Vektorraum ist U erzeugt von v, ov, ..., fvund v, ov, ..., 0" v sind K-linear unabhingig,
da O'|U kein Polynom von Grad < k erfiillt. Da auBerdem o*v = (ap_10" 1 4. ..+ a10 +ag)v

hat O"U die Matrix wie in 1’ (Geféihrtenmatrix von f).

O

Da K [z] Euklidischer Ring ist, hat V,, Darstellung als direkte Summe von zyklischen K [z]-Moduln
Vo = Klal/(m) & ... @ Klzl/(mn)

mit m; € K[z, so dass m ! ma ! ‘ Mp—1 ’ my, (K|z] ist endlich erzeugter K[z]-Modul, da sogar

endlich erzeugter K-Vektorraum; V,, ist Torsionsmodul, dh. Vo € V, : 3f # 0: f € Anngy,v,
némlich ist x,(7) das charakteristische Polynom von ¢ in Anng/, v fiir alle v € V). Man bekommt

mi, ..., My, indem man ein Erzeugendensystem von V, nimmt, und ein Erzeugendensystem des
Kerns des K[x]-Modul-Epimorphismus ¢ : K[z] x ... x K[x] — V,, o(e;) = p;, zB als Erzeugen-
densystem eine Basis vy, ..., v, des K-Vektorraums V und als Relationen

TV; — OV; = 0
Diese Relation mit den Eintragungen der Matrix von ¢ angeschrieben:
xv; — (8i101 + Si2V2 + ... + Sintp) =0

Dh. die Zeilen der Relationen-Matrix von vy, ..., v, also Erzeugendensystem des K [z]-Moduls V,,
sind: i-te Zeile:

(—si1, —Si2y -, (T — Sii), —Siit1s .- —Sin)

Die Relationsmatrix ist also I — S = C, (S Matrix von o beziiglich Basis v1,...,v,). Cs durch
elementare Zeilen- und Spaltenumformungen (Addition von f(x)z; zu z; fir f € Kz] (i # j) und
analog fiir Spalten) auf Diagonalform mit Eintragungen m, ‘ meo ‘ } my, bringen. Dann

Vo = Klzl/(my) x ... x Klzl/(m,,)
und m; erzeugt Anngp, Vo, dh.
my(z)K[z] = {f(z) € K[z] | f(0) = 0 als lineare Abbildung V — V'}

my ist das Minimalpolynom von ¢ bzw. auch von jeder Matrix von ¢ beziiglich einer Basis von V.

Aus der Darstellung

Vo = Klzl/(my) x ... x Klzl/(m,,)
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bekommt man eine Darstellung von V als direkte Summe von o-zyklischen Teilrdumen V, = Uy x
... XUp, sodass o|,, einer Basis der Matrix G, (Gefihrtenmatrix von m;, wie in 1') hat. Beziiglich
einer gemeinsamen Basis von V hat also ¢ die Matrix

Gm,

Gm,

Blockdiagonalmatrix mit ¢-tem Block

0 1 0
0 0 1
Gm;=10 0 0 :
0 0 0 1
Ch €1 C2 Ck—1
wenn
m;(x) = 2 — ¥ = — ¢

Diese Matrix R, von o beziiglich einer Basis von V', der Form: Blockdiagonalmatrix mit Blocken
Gmyy- -y Gm, (Gp, Gefahrtenmatrix von m; € K[z]) mit m ‘ mo ‘ ‘ my, heifit rationale
kanonische Form von o bzw. der Matrix von o (Version mit invarianten Faktoren).

Da man diag(my, ..., my) aus 21 —S (S Matrix von o beziiglich vy, ..., v,) durch elementare Zeilen-
und Spaltenumformungen, die an Determinante nichts &ndern, bekommt, ist

Xo = det(zI — §) = det(diag(mi, ..., my))

=mq(z) - ma(z) - - mp(z)

Das ist auch die Determinante von x — R,, R, die rationale kanonische Form von ¢. Das Mini-
malpolynom eines jeden Blocks Gy, ist jeweils m; (im Zusammenhang mit dem Satz von McCoy)
das Minimalpolynom einer Blockdiagonalmatrix ist das kgV der Minimalpolynome, also ist das
Minimalpolynom von R, gleich kgV(my,ma,...,my) = my. R, &hnlich zu jeder Matrix von o =
mq Minimalpolynom von o, my - - - m, charakteristisches Polynom von o.

Offensichtlich haben o, 7 dieselbe rationale Form genau dann, wenn V, ~ V; als K[z]-Modul (da
die invarianten Faktoren eindeutig mit einer Isomorphieklasse von K[z]-Modulen korrespondieren).
Lemma 6.3: 0,7 € Endg (V), dann V,, ~ V; (als K[z]-Moduln) genau dann, wenn 3o € Autg (V) :

o=¢loTop

Beweis.

“=7 ¢V, —» V; K[z]-Modul-Isomorphismus, dh. ¢ bijektiv, p(v+w) = p(v)+p(w), p(f(x)v) =
f(@)p(v), dh. o(f(o)v) = f(1)p(v), ¢ K-linear, da insbesondere ¢(kv) = kp(v) und p(ov) =
To(v), also 0 = p~ 1.
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“<” Wenn ¢ € Autg V mit 0 = o 1 o7 0, dann Vv € V, : p(ov) = 7(p(v)) und Vk € K :
o(kv) = kp(v), daher Vf € Kz] o(f(o)v) = f(T)p(v), ¢ ist K[z]-Modul-Homomorphismus
Vs — Vi, bijektiv nach Voraussetzung, also K [z]-Modul-Isomorphismus.

O]

Zwei lineare Abbildungen o, 7 : V — V haben also dieselbe rationale kanonische Form genau dann,
wenn ¢ : V — V bijektiv, K-linear, mit o = ¢! o 7 0 ¢; analog haben zwei Matrizen € M, (K)
dieselbe rationale kanonische Form genau dann, wenn sie dhnlich sind.

Damit ist jetzt die Aussage aus dem vorigen Kapitel: F': K endlichdimensionale Galois-Erweiterung
mit zyklischer Galoisgruppe Autg F' = (¢), dann hat F eine K-Basis der Form v, ov, 0%v,...,0" v
(n = [F: K]), weil wir gezeigt haben: Minimalpolynom von o ist ™ — 1 und ist da deg = deg des
charakteristischen Polynoms auch gleich dem charakteristischen Polynom Yy, daher ist die rationale
kanonische Form der Matrix von ¢ die Gefihrtenmatrix von " — 1, bzw hat F eine o-zyklische
Basis. Insbesondere fiir Erweiterung von endlichen Korpern Fyn : I, gilt: Fgn hat F -Basis der Form

2 n—1 .
v, 07 ... v?T " (normale Basis).
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