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Teil I

Ringe

1 Definitionen und Beispiele

Definition 1.1 Eine Menge R # () zusammen mit zwei inneren Operationen + : R X R —
R (genannt Addition) und - : R x R — R (genannt Multiplikation) heifit Ring, wenn gilt:

e (R,+) ist eine kommutative Gruppe (das neutrale Element beziiglich + wird mit 0
bzw. Or bezeichnet)

e (R,-) ist eine Halbgruppe

e Va,bce R: a-(b+c¢)=a-b+a-cA(a+b)-c=a-c+b-c(,Distributivitit”)

Man schreibt: (R, +,-) ist Ring (oder: R ist Ring).

Definition 1.2

e (R,+,-) heit Ring mit Eins, wenn (R,-) ein Monoid ist; das neutrale Element
beziiglich - wird mit 1 (bzw. 1g) bezeichnet.

e R heifit kommutativer Ring, wenn (R, -) kommutativ ist.

e Ein Ring heiBt endlicher Ring, wenn 3n € N mit |R| = n.

Im Folgenden seien alle Ringe (wenn nicht ausdriicklich anders vereinbart) Ringe mit 1.

Definition 1.3 Fiir (R,+) und (R, -) werden die fiir Gruppen und Monoide eingefiihrten
Schreibweisen verwendet:

e Das Inverse von a beziiglich + wird als —a geschrieben; a — b := a + (—b)
Das Inverse von a beziiglich - wird als a! geschrieben;

o Vielfache: fir a € R,n € Z definiert man

at+...+a n >0
na := 4 0 n=>0
(—a)+...4+(-a) n<0

e Potenzen: a® :==a - ...-a fiir n € N; falls R Ring mit Eins ist, a® := 1; falls R Ring

mit Eins ist und a ein Inverses a~! hat, a™ ! -1

=a " -...-a
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BEISPIEL: (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring, jeder Korper ( Q, R, C, Z,) ist ein kom-
mutativer Ring. Z, = Z / n7 Sind kommutative Ringe.

Z[V2] = {a+bv2 | a,b € Z} und Z[i] = {a +bi | a,b € Z} (GauBsche ganze Zahlen) sind
kommutative Ringe. (jeweils C C)

(2Z,+,-) ist ein kommutativer Ring ohne 1. (allgemein nZ = {nk | k € Z})

Fiir einen Kérper K (z.B. K = Q oder K = R) bilden die Matrizen M, (K) mit der iibli-
chen Matrizenaddition und -multiplikation einen Ring; fiir n > 1 ist er nichtkommutativ.
Unter den Matrizenringen gibt es auch endliche nichtkommutative Ringe: M,,(Z,) (fiir eine
Primzahl p) ist ein endlicher nichtkommutativer Ring.

Sei (G, +) eine kommutative Gruppe; End(G) = {p : G — G| (g + h) = ¢(g) + ¢(h)}
(die Menge der Endomorphismen von G) bildet mit den Operationen +, definiert durch
(v +¥)(9) = ¢(g9) + ¥(g) Vg € G, sowie o, definiert durch (¢ 0 ¥)(9) = ¢(¥(g)) Vg € G,

einen Ring.
Die oberen Dreiecksmatrizen in M, (K') bilden einen nichtkommutativen Ring.

Die strikten oberen Dreiecksmatrizen in M,,(K) bilden einen nichtkommutativen Ring ohne
1.

Satz 1.4 (Rechenregeln fiir Ringe) Wenn (R, +, ) ein Ring ist, dann gilt:

1.Va € R: a-0gr = 0gr-a = 0g (Bemerkung: dies ist eine andere Aussage als die
Definition des 0-ten Vielfachen von a durch Oa := Og!)

2. Va,b,ceR: a-(b—c)=a-b—a-c;Va,b,ce R: (a—b)-c=a-c—b-c
3. (—a)-b=a-(=b)=—(a-b);(—a) - (=b)=a-b

n

a n gerade

(hierbei ist (—1)™ in Z zu verstehen)

4. (—a)" = (=1)"a™ = {

—a"™ n ungerade

5. firn,m € Z, a,b € R: (na) - (mb) = (m -n)(a-b)

6. wenn R ein Einselement 1 hat, dann ist Vn € Z, a € R: na = (nlg)-a =a - (nlg)
7. verallgemeinerte Distributivitét:

(i az‘) (i bj) = Xn: > ab; (: i i aibj)

i=1 j=1 i=1 j=1 7=1 =1

(@ +...4ap) - (bi+...+by) = (a1-bi+...a1-by)+ ...+ (an -1 +...a,bp)
= (a1-bi+...ay-b))+...+(ay by +...0,-b



Beweis: 1. (a-0g) = a-(0gr +0gr) = a-0g + a - Og; durch Addition von —(a - Og) erhilt
man Og = a - Op. Analog folgt 0g = Op - a.
Rest: als Ubung. [

Definition 1.5 Sei (R, +, ) ein Ring mit Eins.

e a € R heiflt rechtsinvertierbar (Rechtseinheit), wenn

da, € Rmit a-a, = 1

e a € R heiit linksinvertierbar (Linkseinheit), wenn

da; € Rmit a;-a=1p

a, heifit dann Rechtsinverses von a, a; Linksinverses.

Definition 1.6 Sei R ein Ring.

e a € R heilit linkskiirzbar, wenn Vb,c € R ab = ac = b = c.

e a € R heifit rechtskiirzbar, wenn Vb, c € R ba = ca = b = c.

Lemma 1.7 Sei R ein Ring und a € R.

e ¢ linksinvertierbar = a linkskiirzbar

e ¢ rechtsinvertierbar = a rechtskiirzbar

Beweis: Sei a; das Linksinverse von a, d.h. a;a = 1; multipliziert man nun ab = ac von links
mit a;, dann folgt a;ab = 1b = b = ¢ = 1¢ = q;ac. Die zweite Behauptung folgt analog. m

BEMERKUNG: Die Umkehrung gilt nicht: In Z sind nur 1 und —1 invertierbar, aber jedes
Element # 0 ist kiirzbar.

BEMERKUNG: In einem kommutativen Ring sind die Begriffe linksinvertierbar und recht-
sinvertierbar dquivalent, genauso die Begriffe linkskiirzbar und rechtskiirzbar. Auch im
Folgenden sind alle Eigenschaften, die links und rechts definiert werden, fiir kommutative
Ringe dquivalent.

Definition 1.8 Sei R ein Ring.

e b € R heifit Linksnullteiler, wenn 3¢ € R\ {0} mit b-c = 0.
e b € R heifit Rechtsnullteiler, wenn 3¢ € R\ {0} mit ¢- b = 0.



BEMERKUNG: 0 ist Links- und Rechtsnullteiler, sofern R # {0}.
Lemma 1.9 Sei R ein Ring und a € R.

e ¢ linksinvertierbar = a kein Linksnullteiler

e g rechtsinvertierbar = a kein Rechtsnullteiler

Beweis: Sei a; das Linksinverse von a, d.h. qyja = 1; Sei b € R mit ab = 0. Dann gilt
b= 1b = a;ab = ;0 = 0. Die zweite Behauptung folgt analog. [

BEISPIEL: In Z: 0 ist der einzige Nullteiler, 1 und —1 sind die invertierbaren Elemente und
alle Elemente € Z \ {—1,0,1} sind weder Nullteiler noch invertierbar.

Lemma 1.10 In einem beliebigen Ring R ist fiir a € R dquivalent:
1. L, injektiv
2. a linkskiirzbar
3. a kein Linksnullteiler
wobei L, : R — R, L,(z) = a -z (Linkstranslation von a)
Beweis:
(1) & (2): L, injektiv heiit ab = ac = b =c.
(2) = 3):a-b=0,dh. a-b=a-0. Aus a linkskiirzbar folgt b = 0. Somit ist a kein
Linksnullteiler.
(3) = (2): ab=ac = a(b— ¢) = 0. Aus a kein Linksnullteiler folgt b —c =10, alsob=c. m
Lemma 1.11 In einem beliebigen Ring R ist fiir a € R dquivalent:
1. R, injektiv
2. a rechtskiirzbar
3. a kein Rechtsnullteiler

wobei R, : R — R, R,(z) = x - a (Rechtstranslation von a)

Beweis: Analog zu Lemma 1.10. [



Lemma 1.12 Sei R ein Ring und a € R.

1. a linksinvertierbar <= R, surjektiv

2. a rechtsinvertierbar <= L, surjektiv

Beweis:

(=) Ja; : @a =1; fiir b € R folgt damit b = bl = baja = R,(ba;), also ist R, surjektiv.
(<) Jd’ € R mit R,(a’) =1, d.h. @’a = 1. Damit ist ' Linksinverses von a.

(2) folgt analog. "

Definition 1.13 Sei R ein Ring und a € R.

e a heiflt invertierbar oder Einheit, wenn a links- und rechtsinvertierbar ist.
e a € R heifit Nullteiler, wenn a Links- oder Rechtsnullteiler ist.

BEMERKUNG: Wenn a € R invertierbar ist, gibt es ein eindeutiges a~! € R, sodass a-a~! =

a~'-a = 1g (sieche das entsprechende Resultat fiir Monoide).

BEMERKUNG: Fiir einen endlichen Ring R gilt fiir alle a € R: a Einheit oder a Nullteiler
(und nicht beides).

BEISPIEL: In M, (K) gilt:
A invertierbar <= rang(A) =n (<= det(A) #0)
A Nullteiler <= rang(A) < n (<= det(A) =0)

Definition 1.14 Sei R ein Ring. a € R heifit nilpotent, wenn dn € N mit a™ = 0.
(@-...-a=0)

BEMERKUNG: a"™ = 0, d.h. a ist nilpotent in einem Ring, ist nicht zu verwechseln mit
a™ = e, d.h. a hat endliche Ordnung in einer Gruppe!

BEeispIEL: In M, (K) sind die strikten oberen Dreiecksmatrizen nilpotente Elemente.
BeispieL: In Z, = Z/,7 gilt fir k = k + nZ:

e k nilpotent <= Vp prim mit p|n gilt p|k

e k Nullteiler <= Jp prim mit p|n und p|k (d.h. ggT (k,n) # 1)



Proposition 1.15 Sei R # {0}. Dann gilt: a nilpotent = a Nullteiler (sogar Rechts- und
Linksnullteiler).

Beweis: Sei n € N minimal, sodass a” = 0. Wenn n = 1, dann ist a = 0, also wegen
R # {0} ein Nullteiler. Wenn n > 1, dann gilt 0 =a" =a-a" ' =a"'-aund a" ' # O.m

Ring mit 1

Nicht-Linkseinheiten Einheiten

Linksnullteiler ].

Nicht-Rechtseinheiten

Nilpotente
0 / Rechtsnullteiler

Kommutativer Ring mit 1

Einheiten

1

Nicht-Einheiten

Nullteiler

BEISPIEL: In Zg sind 2 und 3 Nullteiler, denn 2-3 = 3-2 = 6 = 0, aber 2 und 3 sind nicht
nilpotent: 2" = 27 = 0 wiirde gelten, wenn 6|2"; dies ist jedoch unmaglich.

Definition 1.16 Sei R ein Ring mit Eins. Dann ist
E(R) = R* := {a € R|a invertierbar}

eine Gruppe, die Finheitengruppe von R (wir wissen bereits: die invertierbaren Elemente
eines Monoids bilden eine Gruppe).

BEISPIEL: Sei K ein Korper, z.B. K =R, V ein K-Vektorraum. Die Menge der Endomor-
phismen auf V,

Endg(V):={L:V -V |Lx+vy) = L(z)+ L(y), L(kx) = kL(z) Vx,y € V, k € K}

bildet einen Ring beziiglich der Operationen +, o (nicht kommutativ).
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Definition 1.17 Seien R, S Ringe. Eine Funktion f : R — S heifit Ringhomomorphismus,
wenn f sowohl ein Gruppenhomomorphismus f : (R, +) — (S, +), als auch ein Halbgrup-
penhomomorphismus f : (R,-) — (S,-) ist, d.h.

fla+b) = f(a)+ f(b) und

fla-b) = f(a)- f(b).

Ein bijektiver Ringhomomorphismus heift Ringisomorphismus.

BEMERKUNG: Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, dann gilt Endg (V) ~ M, (K)
(isomorph als Ringe). Es gibt fiir jede Wahl einer Basis B von V' einen Ringisomorphismus
fB : Endg (V) — M, (K), nimlich fg(p) = [¢]p (die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich

B).

BEISPIEL: Sei V ein K-Vektorraum. In Endg (V) gilt:

1. L rechtsinvertierbar <= L surjektiv

2. L linksinvertierbar <= L injektiv

Beweis: 1. (<) Sei L surjektiv, B eine Basis von V. Fiir jedes b € B wiihle ' € L™'(b)
(# 0): setze L(b) = V' fiir b € B (3! lineare Abbildung L:V -V, die das erfiillt).
Dann gilt Vb € B (Lo L)(b) = L(¥) = b, also ist L o L eine lineare Abbildung, die
auf einer Basis B Lo L = id erfiillt. Somit gilt Lo L =id.

(=) Wir wissen bereits: L hat (als Funktion) eine Rechtsinverse = L ist surjektiv.

2. (<) Sei L injektiv, B eine Basis von V. Dann ist B’ = {L(b) = V' |b € B} eine linear
unabhéngige Menge:
Seien b} = L(by),...,b, = L(b,) € B" und ¢, + ... + ¢,b, = 0. Dann folgt:

0=cb) +...+cb, =c1L(by) + ...+ c,L(by) = L(ciby + ... + ¢,by)

Da L injektiv ist, muss daher c;by + ... 4+ ¢,b, = 0 sein, also ¢; = 0 Vi, da B eine
Basis ist. Folglich ist B’ linear unabhangig. N

Nun kann man B’ zu einer Basis C' ergéinzen und eine Funktion L : V' — V auf
der Basis C' definieren: fiir b’ € B’ sei L(b') = b, wobei b das eindeutig bestimmte

Element von B mit L(b) = ¥/ sei; fiir ¢ € C'\ B sei L(c) beliebig, z.B. L(c) = 0. Dann

folgt fiir b € B L(L(b)) = L(V) = b, also muss L o L = id sein.
(=) Wir wissen bereits: L hat (als Funktion) eine Linksinverse = L ist injektiv. =

BEISPIEL: Sei (G, +) eine kommutative Gruppe, f € End(G). Dann gilt: f linksinvertier-
bar in (End(G),+,0) = f ist injektiv. Die Umkehrung gilt jedoch nicht:
Wihle z.B. G = (Z,+), [ € End(Z) als f(z) = 2z. Dann ist f injektiv, hat aber keine
Linksinverse: aus ¢g(f(z)) = z wiirde etwa fiir z = 1 folgen

9(f(1)) =9(2) =g(1+1) = g(1) +9(1) = 1,

was in den ganzen Zahlen unmoglich ist.
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Ubungsbeispiele
Ubung 1: Sei R ein kommutativer Ring.

(i) Wenn a € R ein Nullteiler und b € R beliebig, dann ist ab ein Nullteiler.

(ii) Die Menge der Nicht-Nullteiler von R ist multiplikativ abgeschlossen, d.h., wenn
a kein Nullteiler und b kein Nullteiler, dann ist auch ab kein Nullteiler.

Ubung 2: Sei (R, +,-) ein Ring und a, b, ¢ € R. Zeigen Sie
(i) (ma)-b=—(a-b)=a-(=b) und (—a)-(=b)=a-b
(i) a-(b—c)=a-b—a-c und (a—b)-c=a-c—b-c
Ubung 3: Sei (R,+,-) ein Ring, a, b € R, k € Ny und n, m € Z. Zeigen Sie
() (o)t = (-1t
(ii)) (na)-(mb) = (n-m)(a-b) (Hier ist n-m das Produkt in Z.)
(iii) Wenn R ein Einselement 15 hat, dann ist na = (nlg)-a =a- (nlg).
Ubung 4: Sei (G, +) eine kommutative Gruppe und
End(G) :={f:G— G| fla+b) = fla) + f(0)}

die Menge aller Endomorphismen von G. Dann ist (End(G), +, o) mit

(f+9)(z) = f(z)+g(x) und (fog)(xz) = f(g(z)) ein Ring. Welche Ringaxiome werden
nicht erfiillt, wenn (G, +) nicht kommutativ ist, bzw. wenn man beliebige Funktionen
f : G — G statt Gruppenhomomorphismen betrachtet?

Ubung 5: Sei R # {0} ein endlicher nullteilerfreier Ring. Dann ist R ein Schiefkérper.
(Bemerkung: Tatséchlich ist — nach dem Satz von Wedderburn — R dann sogar ein
Korper.)
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2 Ideale

Definition 2.1 Sei S ein Ring und R C S. R heifit Unterring von S, geschrieben R < S,
wenn R beziiglich +, - abgeschlossen ist (d.h. a,b € R=a+b€ R, a-b€ R ), und R
beziiglich der Einschrankungen von + und - auf R x R — R die Ringaxiome erfiillt.

BEMERKUNG: Aus der Definition eines Unterrings folgt nicht, dass 1z = 1.
BEISPIEL: M, 1(K), der Ring der (n — 1) x (n — 1)-Matrizen iiber K, kann isomorph in

M, (K) eingebettet werden, indem man rechts und unten 0-en hinzufiigt.

0 0
ist also ein Ring mit 1, enthélt jedoch nicht I, = 1y, (k).

R = {( A O) |A € M,(K)} ist ein Unterring von M,(K), mit R ~ M, 1(K). R

BEMERKUNG: An diesem Beispiel sieht man auch, dass ein Ringhomomorphismus
f : R — S nicht f(1) = 1 erfiillen muss (auch nicht, wenn beide Ringe ein Einselement
haben).

£iM, 1 (K) — My (K), f(A) = ( o ) exfiillt nicht f(I, 1) = I,

Definition 2.2 Sei R ein Ring, I C R. Wenn (I, +) eine Untergruppe von (R, +) ist und
Vi€ I,r € Rir € I, dann heifit I Rechtsideal von R. Wenn (I, +) eine Untergruppe von
(R,+) ist und Vi € I,r € R ri € I, dann heifit I Linksideal von R. Wenn I Links- und
Rechtsideal ist, dann heifit I Ideal von R, geschrieben I < R.

BEMERKUNG: Eine Untergruppe (I,+) < (R, +) ist

e Unterring, wenn a,b € I = ab € I (schwichste Bedingung)
e Linksideal, wenn r € R,bel = rbel
e Rechtsideal, wenna € I,r € R = ar el

o Ideal, wenn r € R,i € I = ri€ [ undir € I (stdrkste Bedingung)

Daher ist jedes Links- oder Rechtsideal Unterring, aber nicht umgekehrt. In einem kom-
mutativen Ring ist jedes Linksideal auch Rechtsideal und umgekehrt. Jeder Ring hat die
trivialen Ideale {0} und R.

BEMERKUNG: Sei/ C R.Wenn I # 0,a,bel = a—belundre Ryiel = ri,irel
gilt, dann ist I ein Ideal.
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BEISPIEL: Als Ideale von (Z,+,-) kommen nur Untergruppen von (Z,+) in Frage, diese
sind von der Form {0} oder nZ fiir ein n € N. nZ ist auch ein Ideal: wenn r € Z und
i = nl € nZ ist, dann ist i = ir = nrl € nZ. Also sind die Ideale von Z {0} und nZ
(n € N).

BEISPIEL: Z < Q ist ein Unterring, aber weder Links- noch Rechtsideal: 1 € Z,% € Q,
aber 1-3=1¢Z.

BeIspiEL: In M, (K): Sei N;, .., die Teilmenge aller Matrizen, in deren i;-ter, ..., ij-ter
Zeile nur 0 steht. IV;, ;. ist ein Rechtsideal von M,,(K) (A- B = C und i-te Zeile von A
ist (0,...,0) = i-te Zeile von C ist (0,...,0)).

= i-te Spalte von C' ist Nullvektor).

BEISPIEL: Sei K ein Korper und M, (K) der Matrizenring iiber diesem Kérper. Dann ist
jedes Linksideal von der Form £4 := {MA|M € M, (K)} fiir eine Matrix A € M, (K).
Ebenso ist jedes Rechtsideal von der Form Rp := {BM |M € M,(K)} fiir eine Matrix
B € M,(K).

Daher hat M, (K) nur die trivialen Ideale {0} und M, (K) (Beweise als Ubung).

Lemma 2.3 Sei R ein Ring und fiir ¢ € I sei A; ein Unterring (Rechtsideal/Linksideal/Ideal).
Dann ist [),.; A; ein Unterring (Rechtsideal /Linksideal/ Ideal).

Beweis: Wir wissen bereits, dass (4;, +) < (R, +) = ((Nie; 4i, +) < (R, +). Wenn jedes
A; Unterring ist, also Vi € I (r,s € A; = rs € A;) gilt, und r, s € (),.; A; sind, dann ist
Vielrsec Ay alsoVielrse A und somit rs € [),.; A;. Daher ist A; ein Unterring.
Fiir Rechtsideal /Linksideale/Ideale lauft der Beweis analog. n

Definition 2.4 Sei R ein Ring und X C R. Das von X erzeugte Ideal ist

(X):= ) I

I<R,XCI

Der von X erzeugte Unterring ist

S<R,XCS

Weiters ist das von X erzeugte Linksideal (; 14,1 deal.xcr s das von X erzeugte Rechtsideal

ﬂ] Rechtsideal, X CTI [
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Definition 2.5 Ein Hauptideal ist ein von einem Element a erzeugtes Ideal. Man schreibt

(a) statt ({a}).

Satz 2.6 (Hauptideale) Sei (R,+,-) ein Ring, a € R. Dann gilt:

(@) ={na+rat+as+3" ras;|ne€Zrsr,s; €RmeNy}

Fiir einen Ring mit Eins: (a) = {> " rias;|ri,s; € R,m € Ny}
Fiir einen kommutativen Ring: (a) = Ra + Za = {ra+na|r € R,n € Z}

Fiir einen kommutativen Ring mit Eins: (a) = Ra = {ra|r € R} =
=aR = {ar|r € R}

Beweis:
Ad 1.:Sei M ={na+ra+as+Y . ras;|n€Z,rsmr,s € R meNy}. Dann gilt:

1.

il.

Fiir alle Ideale I QS R mit a € I gilt M C I, denn: (I,4+) < (R,+) = na € I; I ist
beziiglich Multiplikation von links und rechts abgeschlossen = ra,as,r;as; € I; I
ist beziiglich 4+ abgeschlossen = jedes Element der Form na + ra + as+ >, r;as;
muss in I enthalten sein, also M C I.

M ist ein Ideal von R und a € M:

Zweiteres ist unmittelbar klar, da a = 1za + Ora 4+ aOr + OgraOr € M. Damit ist
auBerdem M # ().

Es seien na +ra+as+ > .- r;as; und n'a + r'a + as’ + 2:11 r}
aus M. Dann ist ihre Differenz

as;; zwei Elemente

m+m/
(n—n"Ya+ (r—ra+a(s—s)+ Z rias; € M

=1

Seien weiters b = na + ra + as + Z:L r;as; € M und ' € R. Dann ist ihr Produkt

b = r'(na+ra+as+ Z riaS;)

i=1

m
/ / /
= r'(na) +r'ra+ras+ E r'rias;
i=1

/

m
= (nr' +7'r)a+ ngas; eM
=1

Analog ist auch br’ € M.
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Wegen ii. kommt M unter den Idealen, die a enthalten, vor. Daher ist (a) = (V;qp.c; 1 €
M. Wegen i. wiederum muss M C (), 4z .7 I = (a) sein, also folgt M = (a).

Ad 2.-4.: Die entsprechenden Mengen sind jedenfalls nach 1. in (a) enthalten. Sie umfassen
jedoch aufgrund der zusétzlichen Bedingungen auch ganz (a):

e Ad 2.: R hat ein Einselement = na = (nlg)alg, ra = ralg, as = 1gas
e Ad 3.: R ist kommutativ = as = sa, Y .-, ras; = (D10, riSi)a
e Ad4.: Rist kommutativer Ring mit Einselement = na = (nlg)a, as = sa, Y . r;as; =
(X2 risi)a
Daher ist na +ra+as+ Y .-, r;as; jeweils von der angegebenen Form. [

BEISPIEL: In Z ist jedes Ideal ein Hauptideal (n) = nZ.

Definition 2.7 (Addition und Multiplikation von Mengen)
Sei R ein Ring und A, B C R. Dann definiert man:

1. A+ B:={a+blac Abe B}
2. AB:={a1by+ ...+ ayb,|n €N,a; € A)b; € B}

Durch diese Definition ist AB beziiglich + abgeschlossen.

BEMERKUNG: Statt {a}B fiir ein a € R schreibt man aB, analog Ab = A{b}. Wegen
der Distributivitit gilt aR = {ary + ... +ar,|r; € R} = {ar|r € R} und analog Ra =
{ra|r € R}. In diesem Sinne ist dann fiir einen Ring mit Eins (a) = RaR und fiir einen
kommutativen Ring mit Eins (a) = aR = Ra.

Lemma 2.8 Seien I, .J Ideale von R. Dann sind auch I + J und IJ Ideale von R.

Beweis:

ad 1) I, J sind Untergruppen von (R, +), also ist auch I 4+ J eine Untergruppe von (R, +)
(die von I U J erzeugte Untergruppe von (R,+)). Sei ¢ +j € I + J und r € R, dann ist
r(i+j)=ri+rjel+J,analog (i +j)r € I + J. Also ist I + J ein Ideal.

ad 2) IJ = {iyj1 + ... +injn|ix € I,k € J} ist beziiglich +, — abgeschlossen

(—(i1g1 + .- +ixgk) = (=i1)j1 + ... + (—ix)Jjr). Somit ist I.J eine Untergruppe von (R, +).
Weil I beziiglich Multiplikation mit » € R von links abgeschlossen ist, und J beziiglich
Multiplikation mit » € R von rechts abgeschlossen ist, folgt: I.J ist abgeschlossen beziiglich
Multiplikation mir » € R von links oder rechts. [

Satz 2.9 (Rechenregeln fiir Ideale) Seien Ay,...,A,, A, B,C Ideale. Dann gilt:
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1. A+ (B+C)=(A+B)+C

2. A(BC) = (AB)C
3. A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC
4. (Ay+...+A,)B=AB+...+A,B, B(Ai+...+ A,) = BA, +... + BA,
5. Wenn R ein Ring mit Fins ist, dann gilt fiir alle Linksideale I von R RI = I und fiir
alle Rechtsideale J von R JR = J.
Beweis: als Ubung. n

BEMERKUNG: Wozu man Ideale eigentlich braucht:

1. Man kann Faktorstrukturen bilden

2. Ideale sind genau die Teilmengen, die als Kern von Ringhomomorphismen auftreten

Faktorringe

Satz 2.10 Sei (R,+,-) ein Ring und I < R. Fiir a € R sei
a+l:={a+ilicl}={beR|b—acl}
(die Nebenklasse von a beziiglich (I,+) < (R,+)) und
R/;:={a+1|a€ R}

Dann bildet R/] mit der Addition (a+ 1)+ (b+ 1) = (a+ b) + I und der Multiplikation
(a+1I)-(b+1)=(a-b)+ I einen Ring.

Wenn R kommutativ ist, dann auch R / 7 ; wenn R ein Ring mit einem Einselement 1 ist,
dann ist 1p + I das Einselement von R/I . Weiters ist m : R — R/I mit w(a) = a+ 1
ein Ringepimorphismus (die kanonische Projektion) mit Kerm = I.

Beweis: Wir wissen bereits, dass ( R / [ »+) eine kommutative Gruppe ist. Zu zeigen ist
zunéchst, dass ( R / J »-) eine Halbgruppe ist und das Distributivgesetz erfiillt ist:

e - ist wohldefiniert: sei a+1 = a'+1,b4+1 =b+1,dh.a—d =i € [und b—b' = j € I.
Dann ist ¢’V —ab = (a +14)(b+j) —ab=ab+aj+ib+ij —ab=aj+ib+ij € I,
also a’b/ +1 =ab+ 1.

e Die Assoziativitidt von - und die Distributivitéit ergeben sich aus den entsprechenden
Bedingungen fiir R. Ebenso ist R/l kommutativ, wenn R kommutativ ist. Falls R
ein Einselement hat, ist (a +I)(1+1) =al+I=a+1=1la+1=(1+1)(a+ 1),
also muss 1 + I Einselement in 12 / ] sein.
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Es ist bereits bekannt, dass 7 : R — R/ 7 ein Gruppenepimorphismus beziiglich + ist,
wobei Kerm = I. Weil zudem 7(ab) = ab+ 1 = (a+ I)(b+ I) = w(a)m(b) gilt, ist 7 auch
Ringhomomorphismus. [

BEISPIEL: Sei nZ ein Ideal von Z. Der Faktorring Z / nz, sind die ,ganzen Zahlen modulo

n“. Die Elemente von Z /7, sind die Nebenklassen von nZ in (Z,+), k + nZ fir k € Z
(es gibt genau n verschiedene).

k+nZ =1+nZ <= n|(k—1),zB.sind 0+nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ alle Restklassen.

Addition: (k +nZ)+ (I+nZ) = (k+1) + nZ
Multiplikation: (k +nZ) - (I +nZ) =k -1+ nZ

Wenn wir voraussetzen, dass Elemente in Z eine eindeutige Primfaktorzerlegung haben,
dann sehen wir: Die Nullteiler in Z /7 sind genau die Klassen k + nZ mit ggT (k,n) # 1
(3p prim mit p | k, p | n). Die Einheiten sind genau die Klassen k + nZ mit ggT(k,n) = 1.

Ubungsbeispiele

Ubung 6:
Sei R ein Ring. Fiir A, B C Rsei AB = {a1by +...+ayb, | n € Nya; € A,b; € B} und
A+B={a+bla€ Ajbe B}. Seia € R,und A, B, C C R. Dann gilt:
(i) A+ (B+C)=(A+B)+C
(ii) A(BC) = (AB)C
(iii) Wenn 0 € Bund 0 € C, dann gilt (B+C)A = BA+CAund A(B+C) = AB+AC

Ubung 7: Sei R ein Ring, a, b € R. Dann gilt (ab) C (a)(b).
Wenn R kommutativ ist, dann gilt (ab) = (a)(b).

Ubung 8: Sei K ein Korper. Der Ring R = M,,(K) hat kein (beidseitiges) Ideal auBer
R und (0). Hinweis: Matrizen von rechts und links mit verschiedenen Matrixeinheiten
E;; (und mit Skalarmatrizen) multiplizieren. Die Matrixeinheit E;; hat als Eintragungen
nur 0, ausser einem Einser an der Stelle (i, j).

Ubung 9: Seien I, J Ideale eines Ringes R. Dann ist I+ J das von I U.J erzeugte Ideal
von R.

Ubung 10: Seien I, J Ideale von R. Dann gilt IJ C IN.J. Es gilt im Allgemeinen nicht
I1J = 1IN J; finden Sie ein Gegenbeispiel fiir Ideale von Z.
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Ubung 11: Seien I, .J Ideale eines kommutativen Rings mit 1. Wenn I + J = R, dann
gilt IJ = 1IN J. (Hinweis: (I N J)R betrachten.) Was bedeutet das fiir Ideale von Z?

Ubung 12: Seien a4, ..., a, € R, R ein kommutativer Ring mit 1, dann ist

(ay,...,an) =R+ ...+ a,R.
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3 Homomorphismen

Definition 3.1 Seien R und S Ringe. Der Kern eines Ringhomomorphismus f: R — S
ist definiert als

Ker f := {a € R| f(a) = 0s} = f~(0s)
Das Bild von f wiederum ist

Im f:={f(a)|a € R} = f(R)

Lemma 3.2 Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist Im f ein Unterring von S
und Ker f ein Ideal von R.

Beweis: Im f ist beziiglich +, —, - abgeschlossen und daher ein Unterring von S.

Ker f < (R, +) als Kern des Gruppenhomomorphismus f : (R,+) — (S,+). Seir € R,i €
Ker f. Dann gilt f(ri) = f(r)- f(i) = f(r)-0=0und f(ir) = f(i)- f(r) =0- f(r) = 0.

Somit sind ¢r und ri € Ker f. ]

Definition 3.3 Ein surjektiver Ringhomomorphismus heifit — wie fiir Gruppen — Epimor-
phismus, ein injektiver Monomorphismus, ein bijektiver Isomorphismus, einer, der R auf
sich abbildet, Endomorphismus, und ein bijektiver Endomorphismus heifit Automorphis-
mus.

Satz 3.4 (Homomorphiesatz, 1. Isomorphiesatz) Sei f : R — S ein Ringhomomor-
phismus. Dann ist f : R/Kerf — Im f mit f(r + Ker f) = f(r) ein Ringisomorphismus.

Insbesondere ist B / Ker f isomorph zu Im f.

Beweis: Wir setzen K := Ker f.

e fist wohldefiniert: @’ € a+K = o =a+kfireink € K = f(a') = f(a)+f(k) =
fla) +0 = f(a)

e f ist offensichtlich surjektiv, und zudem auch injektiv: f(a + K) = f(b+ K) =
fla)=f0b) = fla-b)=0 =2a-beK = a+K=b0+K

e f ist Ringhomomorphismus:
flla+K)+(b+K)) = fla+b+K) = f(a+b) = f(a)+ f(b) = fla+ K)+ f(b+ K)

Jlla+ K)(b+K)) = fab+ K) = f(ab) = f(a) f(b) = f(a + K)[(b+ K)

BEISPIEL: nZ < Z; 7 : 7 — Z/nZ = Zn mit m(m) = m = m + Z ist auch Ringepimor-
phismus.
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BEMERKUNG: Wir haben bereits gesehen, dass der Kern jedes Ringhomomorphismus ein
Ideal ist. Auch die Umkehrung gilt: Jedes Ideal ist Kern eines Ringhomomorphismus,
ndmlich der kanonischen Projektion von R auf R / I

m:R— R/I? n(r)=r+1.

Definition 3.5 Ein Ring S heifit homomorphes Bild eines Rings R, wenn es einen surjek-
tiven Ringhomomorphismus f : R — S gibt.

BEMERKUNG: Bis auf Isomorphie sind homomorphe Bilder dasselbe, wie Faktorringe: Der
Faktorring R / 7 ist homomorphes Bild wegen 7 : R — R / 1 - Ein homomorphes Bild ist
isomorph zu einem Faktorring via 1.Isomorphiesatz: f : R — S surjektiver Ringhomomor-
phismus = S ~ R/Kerf .

BEMERKUNG: Sei S Unterring von R und I < R. Dann ist SN I <.S (die Einschriankung
von I auf S).

Satz 3.6 (2. Isomorphiesatz) Sei R ein Ring, S ein Unterring von R und I ein Ideal
von R. Dann gilt
Slins) = B+D/;

wobei f : S/(IHS) — (S‘f’])/l mit f(s+ 1NS)=s+ I der Isomorphismus ist.

BEMERKUNG: Die Idee dahinter: Man mdochte S/I bilden, aber I ¢ S. Die zwei Moglich-
keiten das zu reparieren liefern isomorphe Ringe: S / (INS) und (S +1) / 7 sind isomorph.

Beweis (des Satzes): g : § — (S+ ])/_] , g(s) = s+ I ist ein surjektiver Ringhomo-

morphismus. ( (S+1) / 7 ist der Unterring von R / 7 bestehend aus allen Klassen mit
einem Représentanten in S + I. Diese Klassen haben auch einen Représentanten in S:
(s+i)+1=s+1.)

Es gilt: Kerg = SN 1:Seis € Smit s+ 1 = g(S) =0+ 1 = I, dann folgt s € I, also
Kerg C SN 1. Sei umgekehrt s € SN I, dann gilt g(s) = s+ I = I, also s € Kerg und
SNICKerg.

Nach dem 1. Isomorphiesatz gilt S/Kerg ~ Im g, also S/(S ni = (S+ I)/I via

g(s+(SNI)=g(s)=s+1. -
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BEISPIEL: R=7Z, S =127, I = 15Z.

12Z N 15Z = 60Z (nZ N mZ = kgV (n,m)Z)
127 4+ 15Z = 3Z (nZ + mZ = ggT (n,m)Z)

122/ 60p ~ 32/157
k4 607 k + 157,

BEMERKUNG: 2. [somorphiesatz gilt auch fiir Gruppen (auch nichtkommutative):
Sei G eine Gruppe, H < G, N < G. Dann gilt:
H/(HNN)~ HN/N
via f(h(HN N)) = hN.
Formale Voraussetzungen iiberpriifen:
e H<G,NJIG = HNNJIH

e H<G,NIdG = HN < @G, ndmlich HN = (H U N), die von H U N erzeugte
Untergruppe.

BEMERKUNG: Allgemein gilt: Wenn H, N Untergruppen von G sind, dann
(HUN)=HN <= HN = NH,

wobei HN = {hn|h € Hne N} und NH = {nh|n € N,h € H}.

Wenn N Normalteiler von G ist, dann Vh € G : hN = Nh, somit
Vhe HVne N In' € N: hn=n'h, also HN C NH
Vhe HYne N 3dn” € N: nh=~hn" also NHC HN

Beweis (2. Isomorphiesatz fiir Gruppen): g : H — HN /N » g(h) = hN ist ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus. Ker g = H N N. 1. Isomorphiesatz: H/H AN =~ HN/N ..

Proposition 3.7 (Homomorphismen und Ideale) Sei f : R — S ein Ringhomomor-
phismus. Dann gilt:

R

T<R = f(T)<S
U<S = f(U)<

I<IR = f(I)<Q f(R) (im Allgemeinen aber nicht f(I) <.S!)

J<4S = fYJ)<DR
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Beweis: als Ubung. n

BEMERKUNG: Sei ] JRund 7: R — R/I , m(r) = r + I die kanonische Projektion. Sei
S < R, dann gilt 7(5) < R/I .

m(S)={s+I|seS}= (5+ ])/[ (S + I ist der kleinste Unterring von R, der S und [
enthélt.)

Wenn J < R, dann 7(J)< B/; (=tmz). n(J))={j+I|jeJ}= (J+I)/;
Insbesondere, wenn S < R mit I C S, dann 7(5) = S/I < R/_] , und wenn J < R mit
ICJ,damnn(J)= J/p < B/
Lemma 3.8 Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:
XCR = fYf(X))=X+Kerf
YCS — Y =Y Nlnf
Beweis: Dies gilt bereits, weil f ein Gruppenhomomorphismus beziiglich +. [

Satz 3.9 (3. Isomorphiesatz) Sei R ein Ring, I ein Ideal von R und 7 : R — R/] sei
die kanonische Projektion.
Dann ist eine Bijektion zwischen allen Unterringen von R, die I enthalten und allen Un-
terringen von R / 7 gegeben durch

S m(S)= 95 /1
mit der Umkehrabbildung

T — 7= (T),

und genauso fiir die Ideale von R, die I enthalten und alle Ideale von R/] .

AuBerdem gilt fiir S < R, JJ<Rmit [ CJCS: J/_] < S/I und

S/I/J/I ~ 5/,

wobei der Isomorphismus gegeben ist, durch (s + 1)+ J/] — s+ J.

Beweis: 1)

S<R=n(S)< B/}

T< R/; =7 YT) < Rund 7~ (T) enthilt 7~1(0) = ker
p {S<RIICS—{T|T < B/} o(8) =n(S) und
v {T|T < B/; } - {S < R|I C S} () =7 YT) sind also als Abbildungen
wohldefiniert. Zu zeigen ist: ¢ o ) = id und ¥ o ¢ = id.

().
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Fir T < B/; gilt:
() =r(rT)=TNImr=Tn R/; =T.
Fir S < Rmit I C S gilt:

V(p(S) =n(r(S) =S +kerr=5+1=S9.

Genauso bilden auch die Einschrinkungen von ¢, ¢ auf
{JIJQRIC J}baw. {L|L< R/} }
eine Bijektion.

2)
Seien [ C J C S C R, mit I, J Ideale von R, S Unterring von R. Zu zeigen ist:

S/I / J/I ~ S/J (isomorph als Ringe).

Sei f : S/I — S/J : f(s+1)=s+J. fist wohldefiniert, weil I C J. f ist offensichtlich

ein surjektiver Ringhomomorphismus.
stlckafeostJ=JescJes+le I/

Also gilt ker f = J / 7 und nach dem 1. Isomorphiesatz ist:

f: S/I/J/I — S/J; f(s+1)+ J/I):3+J

ein Isomorphismus. [
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4 Teilbarkeit in kommutativen Ringen

Definition 4.1 Sei R ein kommutativer Ring, a,b € R. a teilt b (geschrieben a |b), wenn
es ein ¢ € R mit ac = b gibt. a heiflt dann ein Teiler von b, b ein Vielfaches von a.

BEISPIEL: 2 |6inZ, 213 in Z, aber 2 |3in Q (2% 3 =3)
BEMERKUNG: Es gilt:
1. Va€ R: a|0,daa-0=0.
2. Ya € R: 1|a,da1-a = a. Auch fiir alle b € E(R) gilt Va € R: b|a, dab- (b~'a) = a.
3. a ist Einheit <= a1
BEMERKUNG: Wenn R ein kommutativer Ring mit 1 ist, dann gilt
Va e R: (a) =aR = {ac|c € R}.

Das von a erzeugte Hauptideal besteht also genau aus den Vielfachen von a. a | b ist
dquivalent zu b € (a).

Lemma 4.2 a | b<= (b) C (a)
Beweis: a | b = 3dc € R: ac = b, also b € (a). Da (a) ein Ideal ist mit b € (a), folgt
auch (b) C (a). Wenn umgekehrt (b) C (a), dann ist insbesondere auch b € (a), d.h.
dec € R: b= ca, und somit a | b. "
Korollar 4.3 Sei R ein kommutativer Ring, a,b € R. Dann gilt

a|bAb|a<= (a)=(b).
Definition 4.4 R heif$t nullteilerfrei, wenn R keine Nullteiler aufler 0 enthélt.

Definition 4.5 Ein Integritdtsbereich ist ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit Eins

R # {0}

Definition 4.6 Ein Schiefkérper ist ein Ring mit Eins R # {0}, in dem jedes Element
auBer 0 invertierbar ist.

Definition 4.7 Ein Kdrper ist ein kommutativer Schiefkorper.
Lemma 4.8 In einem Integritdatsbereich gilt:

a|bAb|a<= 3 Einheit u € R: a = ub.

24



Beweis: (<) gilt in jedem kommutativen Ring: a = ub=-b|aund u'a=b= a|b.

(=) Je,d € R: ac = b,bd = a. Es folgt b = ac = bdc, also b(1 — dc) = 0. Falls b = 0,
dann gilt auch @ = 0 und somit a = b. Falls b # 0, ist b kein Nullteiler (Integritétsbereich),
somit ist b kiirzbar. Aus 1 — dec = 0 folgt dc = 1, also sind d, ¢ Einheiten. ]

Definition 4.9 Sei R ein kommutativer Ring. a,b € R, sodass 3 Einheit v mit a = ub,
heiflen assoziiert.

BEMERKUNG: In beliebigen kommutativen Ringen sind
ear~b & (albAbla)
e a~ b & dJ Einheit u: a = ub
Aquivalenzrelationen und es gilt: a ~ b = a ~ b.
Lemma 4.10 Fiir Teilbarkeit gilt:
e a|bAb|c= a]c (Transitivitit)
e a | a (Reflexivitét)
e a|bAb|a= (a)=(b) (Symmetrie)
Somit ist Teilbarkeit eine Ordnungsrelation auf Hauptidealen. (a | b < (b) C (a))

Definition 4.11 Sei R ein kommutativer Ring, a,b € R. Ein Element d € R heif3t grofiter
gemeinsamer Teiler von a und b, wenn gilt:

ed|landl|b

eVceR:(claNc|b=c|d)
BEMERKUNG: Im Allgemeinen muss es keinen ggT geben.

BEMERKUNG: Wenn d grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist und d ~ d', dann
ist auch d’ grofiter gemeinsamer Teiler von a und b. Wenn umgekehrt d, d" beide grofite
gemeinsame Teiler sind, dann gilt d ~ d’ (Beweis als Ubung).

Der grofite gemeinsame Teiler ist also bis auf ~ (gegenseitiges Teilen) eindeutig bestimmt,
man schreibt d ~ ggT(a,b), d € ggT(a,b), oder auch d = ggT(a,b), obwohl d nur ein
moglicher ggT ist.
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BEMERKUNG (PATHOLOGISCHE FALLE DES ggT): Fallsa = 0,b # 0, dann ist b = ggT(0, b),
denn jedes Ringelement ¢ teilt 0 (0 - ¢ = 0). Die gemeinsamen Teiler von 0 und b sind also
die Teiler von b.

Falls a = b = 0, dann gilt 0 = ggT(0,0).

Definition 4.12 Sei R ein kommutativer Ring, aq,...,a, € R. d € R heifit grofiter ge-
meinsamer Teiler von aq, ..., a,, wenn gilt:

o Vi: d|a;

e Ve e Rmit Vi: c|a; gilt ¢|d.
BEMERKUNG: Wenn in R zu je 2 Elementen ein gg'T existiert, dann auch zu endlich vielen:
ggT(ay,geT(asz, ggT(...,g8T(an-1,a,)))) ist ein ggT von ay, ..., a,.
Ubungsbeispiele

Ubung 13: Wenn in einem kommutativen Ring mit 1 gilt (a,b) = (d) (d.h., das von a
und b erzeugte Ideal l4sst sich von einem einzelnen Element d erzeugen), dann ist d ein
ggT von a und b.

Ubung 14: In einem kommutativen Ring R mit 1 sei d ein grosster gemeinsamer Teiler
von a und b.

(i) Wenn fur ein d' € R gilt d | d’ und d' | d, dann ist auch d’ ggT von a, b.

(ii)) Wenn umgekehrt ¢ ein ggT von @ und b ist, dann gilt d | ¢ und ¢ | d.
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5 FEuklidische Ringe

Definition 5.1 Sei R ein kommutativer Ring. R heifit Fuklidischer Ring, wenn es eine
» Rangfunktion® p: R\ {0} — Ny gibt, sodass gilt:

Va,b € Rmit b # 03g,r € Rmit a =¢gb+r und r =0V p(r) < p(b) (,Division mit Rest*).
Ein Integritatsbereich, der zugleich Euklidischer Ring ist, heifit Euklidischer Bereich.

BEISPIEL: Z ist ein Euklidischer Bereich, p(n) = |n|; Die Elemente z € Ny mit z < |b|
bilden ein Reprisentantensystem von Z / b7, - Ein beliebiges a € Z ist in einer Klasse z+bZ
fiir ein 0 < x < b. Somit a = ¢b+ x, mit 0 < x < b.

BEISPIEL: Fiir einen Korper K ist K[X], der Polynomring mit Koeffizienten in K ein
Euklidischer Ring mit p(f) = deg f, der Grad des Polynoms. Fiir f,g € K[X], g # 0,
dg,r € K[X|: f=qg+rund r =0 oder degr < degg.

Euklidischer Algorithmus

Fiir gegebene a, b in einem euklidischen Ring R liefert der euklidische Algorithmus einen
ggT d von a und b. Weiters liefert der Algorithmus «, € R mit d = aa + (.

Es seien a # 0,b # 0 und p(a) > p(b). Wir definieren induktiv Folgen ¢;, r; fir i > —1:

r_1:=a; ro:=>b.
Durch Division mit Rest bekommt man gy und r1: @ = gob+r1 (r1 = 0 oder p(ry) < p(b)).
Im néchsten Schritt: b = g7 + 7o (mit ro = 0 oder p(r2) < p(r1)).

Allgemein: Wenn r_q,7q, ..., bereits definiert sind, erhélt man gy, 7,1 durch

Th—1 = Qg + Tre1 (mit 71 = 0 oder p(rpr1) < p(ry)).

Schliefllich muss fiir ein n gelten, dass 1,1 = 0, da sonst p(a) > p(b) > p(r1) > p(re) > ...
eine strikt absteigende unendliche Folge natiirlicher Zahlen wére.

Behauptung: Fiir das minimale n mit r,.; = 0 gilt: r,, ist ein gg'T' von a und b.

Beweis: Wir zeigen:

1. Vi :r, teilt r; (insbesondere also r,|r_; = a und r,|ro = b)

2. jedes ¢, das a und b teilt, teilt auch alle r; (insbesondere also c|r,,)

ad 1) Induktion von n abwérts: r,|r, 1, da r,_1 = ¢,7, (wegen r, 11 = 0). Wenn r,|r; und
Tn|7k—1, dann folgt auch r,|ry_o, da 1o = qr_17k—1 + Tk
ad 2) cla A c|b = ¢|r1, da r = a — gob. Wenn ¢|ry_1 und ¢|rg, dann gilt auch c|rg, 1, wegen

Tk+1 = Tk—1 — qkTk- u
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Jetzt bestimmen wir noch « und 3, sodass r, = aa + Bb. Wir definieren Folgen «, 3; fiir
1> —1, sodass a;a + 3;b = r;.

a=r_1=1-a+0-b=a_1=1, f_1=0
b:r0:0-a+1-b:>a0:0, 50:1

Angenommen «_1,...,q und (_q,..., O sind bereits definiert.
Thil = Tho1 — QTk = Q10 + 10 — growa — qrBkb = (-1 — qrar)a + (Br—1 — )b

Wir setzen also
Q1 = Qg1 — @roy, und By = Bro1 — qifk,
dann gilt 7141 = agr1a + Bri1bh.

Schliellich bekommt man « := «,, und § := 3, mit aa + b =r,.

Insgesamt ergibt sich also folgendes Schema:

) -1 0 1
T a b 1
4; qo 0
1e% 1 0 o
Bi 0 1 B

wobei:
Tk—1 = QrTk + Tk+1 Division mit Rest
Apt1 = Qg1 — Qg
Bre1 = Br—1 — @S
und

Qpa + 6nb =Tp= ggT(aa b)7

wobei n minimal ist, sodass 1,11 = 0.

Satz 5.2 Sei R ein Fuklidischer Ring, a,b € R.

1. 3d € R: dist ggT von a und b
2. da, e R: d=aa+ b
3. Es gibt ein effektives Verfahren, um d, o, 3 zu berechnen (Euklidischer Algorithmus).
BEMERKUNG: 1), 2) gelten schon in Hauptidealringen.
Definition 5.3 Ein Ring R mit Eins heifit Hauptidealring, wenn
VI<R3Jae R: I=a).
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Satz 5.4 Jeder Fuklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis: Sei R ein Euklidischer Ring, (0) # I < R. Sei b € I \ {0} von minimalem Rang
unter den Elementen von I\ {0} (p(b) = min{p(a)|a € I\ {0}}; das Minimum existiert,
weil jede nichtleere Teilmenge von Ny ein Minimum hat). Wir zeigen: I = (b).

Fiir beliebiges a € I: Division mit Rest durch b. a = gb+ 7 und r = 0 oder p(r) < p(b). Da
r=a—qgbund a,b € I, folgt r € I, also kann p(r) < p(b) nicht gelten. Es folgt » = 0 und
a=qbe (b). Alsogilt I C(b) CI=1=(b). "

Ubungsbeispiele

Ubung 15: Seien n € N,k € Z mit ggT(n,k) = 1. Zeigen Sie, dass man mit dem
Euklidischen Algorithmus ein Inverses zu k 4+ nZ in Z, finden kann.

Ubung 16: Seien n,m € N. Dann ist
f 2y — Zpn  f(k)=mk

ein injektiver Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppen, aber, wenn nicht m = 1
mod n, kein Ringhomomorphismus. (In der Definition von f steht der Représentant fiir
die entsprechende Klasse.)

Ubung 17: Sei R ein Euklidischer Ring, dessen Rangfunktion p(ab) > p(a) (fiir a,b € R
mit ab # 0) erfiillt. Zeigen Sie: v € R ist Einheit genau dann, wenn « minimalen Rang

hat (d.h., wenn p(u) = min{p(a) | a € R\ {0}}).

Ubung 18: Zeigen Sie, dass R = Z[i] = {a+bi|a,b € Z} ein Euklidischer Ring ist mit
der Rangfunktion N(a + bi) = a® + b? (fiir a,b € Z). (Hinweis: zuerst Division mir Rest
von Elementen aus R durch Elemente aus N zeigen; dann Division von » € R durch
z € R (wobei z # 0) via Divison von rz durch zZ zeigen.)

Ubung 19: Finden Sie mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus «, 3,7 € Z mit
a-45+3-63+v-35=1.

Ubung 20: Wir definieren Primzahl als p € Z \ {0,1, —1}, soda8 p in Z keine Teiler
auBer 1,—1,p, —p hat. Zeigen Sie, dass Z, genau dann ein Korper ist, wenn n eine
Primzahl ist.

Ubung 21: Sei K ein Kérper. Fiir jeden Teilraum V' des n-dim K-Vektorraums K"
(geschieben als Zeilenvektoren) ist die Menge Jy aller Matrizen in M,,(K), deren Zeilen
in V liegen, ein Linksideal von M, (K). Zeigen Sie, dass alle Linksideale von R = M,,(K)
von dieser Form sind. Hinweis: gegeben Linksideal J, sei V' der von allen Zeilen aller
Matrizen in J erzeugte Vektorraum. Matrizen in Jy lassen sich aus Matrizen in J durch
Multiplikation von links mit bestimmten Matrizen in M,,(K) und Addition schrittweise
erzeugen (z.B. zuerst nur Matrizen konstruieren, deren erste Zeile beliebig in V' ist,
restliche Zeilen Null).
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Ubung 22: Sei R ein kommutativer Ring mit 1, a,b € R. Wenn ein ggT « von a,b
existiert, der eine Einheit ist, dann ist jede Einheit von R ein gg'T von a, b, und jeder
gemeinsame Teiler von a, b ist eine Einheit.

Bemerkung: wir schreiben im Folgenden ggT(a,b) = 1 fiir die Tatsache, dass 1 ein ggT
von a, b ist (und demnach alle gemeinsamen Teiler von a,b genau die Einheiten von R
sind). Weiters schreiben wir ggT(a,b) = d fiir die Tatsache, dass a,b den gemeinsamen
Teiler d haben, auch wenn d nicht eindeutig bestimmt ist (sondern nach Bsp. 14 nur
bis auf die Aquivalenzrelation gegenseitigen Teilens). In einem Integrititsbereich folgt
aus ggT'(a,b) = d, dass genau die Ringelemente der Form du, u eine Einheit von R, die
verschiedenen gg'T' von a, b sind.

Ubung 23: Sei R cin Integrititsbereich, a,b € R. Wenn d ein ggT von a,bund a = da/,
b =db, dann gilt ggT(a', V') = 1.
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6 Polynomring

Definition 6.1 Sei R ein Ring (mit 1). Der Polynomring in einer Unbestimmten tiber R
ist definiert als
{(an)nen, | @i € R; nur endlich viele a; # 0}

mit koordinatenweiser Addition:
(a3)ieny + (bi)ieny = (@i + b;)ien,

und folgender Multiplikation (Faltung):

(an)nENo : (bn)nGNo = (Cn)nGNm wobei Cp = Z akbnfk = Z akbl-
k=0

k,l € Ng
k+l=n

BEMERKUNG: Die Ringaxiome sind erfiillt.

BEMERKUNG: Die additive Gruppe ist direkte Summe von Kopien von (R,+) indiziert
mit No: D oy, B

Assoziativitat der Multiplikation: Sowohl ((ay)(bs))(cyn), als auch (a,)((b,)(c,)) haben als

n-te Koordinate: > arbiCp,.-
k,l,m € Ng
k+l+m=n

BEMERKUNG: Ein Ringmonomorphismus: R — Polynomring ist durch r — (r,0,0,...)
gegeben. Es ist daher eine ,;isomorphe Kopie“ von R eingebettet im Polynomring in Form

der konstanten Polynome: (ag, a1, ...) ist konstantes Polynom, wenn Vi > 0: a; = 0.
Schreibweise mit ,,x “:

x:=(0,1,0,0,...) (= ey, der erste Einheitsvektor). Man bezeichnet den Polynomring
dann mit Rx].

Nach Definition der Multiplikation ist 22 = x - = (0,0, 1,0,0,...), bzw. allgemein:
2% =(0,...,0,1,0,0,...), wobei die 1 an k-ter Stelle steht.
2% = (1,0,0,...) = ey, das Einselement im Polynomring.

Multiplikation mit konstanten Polynomen:

(r,0,0,...) - (ag,as,...) = (rag,ray,...).

Jedes Element im Polynomring hat dann eine eindeutige Darstellung der Form

N
(an)nENo = Z rnxn~
n=0
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Sei ndmlich N so, dass a,, = 0 fiir n > N ist, dann gilt
(@n)neng = (agy -, 0,,0,0,...) = apl + agx + ... + a,a”

Die r; = a; sind eindeutig bestimmt, bis auf Hinzufiigen von beliebig vielen a; = 0 fiir
t> N.

Definition 6.2 (Grad eines Polynoms) Sei f = (ay)nen, = . anz”™ € R|x].

e Wenn f =0, d.h. Vn a,, =0, dann sei deg f := —oc.
e Wenn f # 0, dann sei deg f := max{n € N|a, # 0}.

Wenn f # 0 und m = max{n € N|a, # 0}, dann heiit a,, der Leitkoeffizient von f (das
Nullpolynom hat keinen Leitkoeffizienten).

BEMERKUNG: Da wir r € R mit (r,0,0,...) = r + Oz + 0x® + ... identifizieren, d.h.
R~ {(r,0,0,...)|r € R} < R[z], gilt fir f = (an)nen, € R[z]:

f=()neny € R <= VYn>00a,=0
& degf=0Vdegf=—o0
— degf <0

Proposition 6.3 (Rechenregeln fiir den Grad) Sei R ein Ring, f, g € R|z]. Dann gilt:

1. deg(f + g) < max(deg f, degg)
2. deg f # degg = deg(f + g) = max(deg f, degg)

3. deg(fg) < deg f +degg

4. Wenn f oder g einen Leitkoeffizienten hat, der kein Nullteiler ist, dann gilt sogar
deg(fg) = deg f + degyg.

5. R nullteilerfrei = deg(fg) = deg f + deg g.
Beweis: zu 3.,4.: Sei f = > a,2", g = > ba", degf = n,degg=m. In f-g=> cx’

sind alle ¢; mit ¢ > n + m jedenfalls 0. ¢,.,, = a,b,, und a, # 0, b,, # 0. In einem Ring
mit Nullteilern kénnte a,b,, trotzdem 0 sein, daher deg(fg) < deg f + degg. n

Proposition 6.4 Sei K ein Korper, dann ist K[z], der Polynomring in einer Unbestimm-

ten {iber K ein Euklidischer Ring mit Rangfunktion deg. Das heifit, fir alle f, g € K|x]
mit g # 0 gibt es ¢,r € K[X], sodass f = qg+ r und r = 0 oder degr < degg.
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BEMERKUNG: Mit der Konvention deg(0) = —oo kann man den Fall » = 0 auch unter
degr < deg g subsummieren und erhélt

Vf,gmit g # 0 3q,r: f=qg+rund degr < degg.

BEMERKUNG: Wenn R ein Ring und kein Korper ist, dann ist R[z] im Allgemeinen kein
Euklidischer Ring, aber man kann durch Polynome, deren Leitkoeffizient eine Einheit ist,
dividieren. Allgemeiner:

f= Z apx"; g = Z b,x"; by, der Leitkoeffizient von g
Wenn Vn : b, | a, und by, | b,, dann
dg,r € R[z]: f=qg+r und degr < degg.

BEMERKUNG: Wenn K ein Korper ist, dann ist K [x] ein Euklidischer Ring, also insbeson-
dere ist K[x] ein Hauptidealring. Aber z.B. Z|x] ist kein Hauptidealring: (2, ), das von 2
und x erzeugte Ideal ist kein Hauptideal.

Definition 6.5 (Polynomring in mehreren Unbestimmten) Elemente des Polynom-
rings in mehreren Unbestimmten sind Folgen indiziert mit (Ny)™ = Ny x ... x Np, in denen
nur endlich viele Eintrége ungleich 0 sind.

Rlzy, ... 2] := {(ar)reny | Yk = (K1, ..., k) € N 1 ap € R; nur endlich viele a, # 0}
mit koordinatenweiser Addition:

(ar)renn + (br)keny = (ar + br)reny
und der Multiplikation (Faltung):
(ar)keny - (br)renn = (ck)renn, wobei ¢ = Z by, mit [+m = (Iy +my, ... L, +my,).
l,m e Nf

l+m=k

Man definiert x; := (ax)reny, wobei ap = 1 fiir & = (0,...,0,1,0,...,0) = ¢; und a = 0
fir k # e;.

BEMERKUNG: Man stellt fest, dass 2* genau beim Index (0,...,0,k,0,...) einen Koeffizi-

enten # 0, némlich 1 hat, und dass 5" .. .-z*» genau an der Stelle (Index) k = (ky, ..., kn)

eine Eintragung # 0, ndmlich 1, hat. Daher lasst sich jedes Polynom schreiben als

(ak)keNg = Z akxlfl ... {L‘ﬁ"

(endliche Summe, da nur endlich viele a; # 0).

Multiindexschreibweise: Man schreibt z* fiir xlfl ok (k= (k..o k), bzw. apa® fiir
Aky,..., kn)xlfl ok
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BEMERKUNG: Es existiert ein natiirlicher Ringisomorphismus:

Rlz,y] =~ (R[2])[y] =~ (Rly])[x].

Allgemeiner:

Rlxy,...,2,] >~ R[x1] ... [2,]

BEMERKUNG: R[z1,...,%,] heit Polynomring in n Unbestimmten iber R, wobei e, . 0.1.0,..0)
(1 an i-ter Stelle) mit x; abgekiirzt wird.

(aei =1l,a,=0flir k #e;: (ak)keNg = e(o,...,o,l,o,...,o))

BEISPIEL: fiir einen Ring, der kein Hauptidealring ist: K sei ein Kérper. Das Ideal (z,y)
von K|z, y] (das von {x,y} erzeugte Ideal) ldsst sich nicht von einem Element erzeugen.

In K[z,y| existiert ein ggT(z,y), ndmlich ggT(z,y) = 1 (Ein Polynom, das z und y teilt,
ist eine Konstante # 0, also eine Einheit). Aber es gibt keine f, g € K|z, y|, sodass

flay)e+g(x,y)y=1.
Der ggT ldsst sich also nicht als K[z, y]-Linearkombination darstellen.

Definition 6.6 Ein Bézout-Ring ist ein Ring, in dem jedes endlich erzeugte Ideal ein
Hauptideal ist, d.h.

Vay,...,a, € RId€ R: (ay,...,a,) = (d).
Ein kommutativer Ring mit 1 ist also Bézout, wenn
Vai,...,ap, € Rdde R: atR+ ...+ a,R =dR.

BEMERKUNG: Wir formulieren die Definition des gg'T als Aussage iiber Hauptideale:
d = ggT(a,b), wenn

l.d|a,d|b
2. Vemitc|aund c|b:c|d
Das ist dquivalent zu:
1. (a) C (d) und (b) C (d
2. Ve mit (a) C (¢) und (b) C (¢): (d) C (c)
Das heifit, d = ggT(a,b) genau dann, wenn (d) das minimale Hauptideal ist, das (a) und

(b) enthilt, in dem Sinne, dass jedes Hauptideal (c¢), das (a) und (b) enthilt, auch (d)
enthélt.
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Proposition 6.7 Fiir einen kommutativen Ring R mit 1 ist dquivalent:

1. R Bézout

2. Va,b € R 3d = ggT(a,b) und 3o, 5 € R: d = aa + (b.

Beweis: (=) Wenn (a,b) = (d), dann ist (d) das minimale Hauptideal, das (a), (b) enthélt,
also ist d = ggT(a,b). Da d € dR = aR + bR, lésst sich d als aa + (b schreiben.

(<) d=aa+ pb=d e (a,b), also (d) C (a,b). Andererseits gilt
d = ggT(a,b) = (a) € (d), (b) € (d),

also (a,b) C (d). Insgesamt (a,b) = (d).
Mit Induktion folgt fir a4, ...,a,, dass 3d € R: (d) = (a1,. .., a,). [

Ubungsbeispiele

Ubung 24: Sei R kommutativer Ring, f, ¢ € R[], g # 0, deg(g) = n und a, € R der
Koeffizient von 2™ in g (der Leitkoeffizient von g). Zeigen Sie unter der Voraussetzung,
dass a, in R jeden Koeffizienten von f und g teilt, dass es ¢, € R[z] gibt mit f = qg+r
und entweder r = 0 oder deg(r) < deg(g).

Ubung 25: Sei f = 25+ 32* +42° + 122% + 32+ 9 und g = 2° + 622 + 132 4 12. Finden
Sie mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus in Q[x] den ggT d € Q[z] von f und g sowie
o, 4 € Qla] mit af + fg = d
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7 Einsetzen in Polynome und Polynomfunktionen

Definition 7.1 Sei R ein Ring (eventuell nicht kommutativ), f = Y axz* € R[z],r € R.
k=0

Einsetzen von r in f links heit r — > rfay =: fy(r).

k=0
n

Einsetzen von v in f rechts heifit r — Y apr® =: fio(r).
k=0

Wenn r kommutativ ist, ergeben beide Arten des Einsetzens dasselbe f(r). Die Funktion:
R — R; r — f(r) heiit die von f induzierte Polynomfunktion f: R — R.

BEMERKUNG: Wir bezeichnen im Allgemeinen die Polynomfunktion mit demselben Sym-
bol, wie das Polynom. Das ist eine missbrduchliche Notation, da verschiedene Polynome
dieselbe Funktion ergeben konnen. Aus der Polynomfunktion kann man im Allgemeinen
nicht eindeutig das Polynom rekonstruieren.

BEISPIEL: Sei p prim. In Z,[z] ergibt 2P — x die Nullfunktion: Z, — Z,. 2P — x ist aber
nicht das Nullpolynom, nicht einmal ein konstantes Polynom: dega? —x =p > 2 > 0.

Es gilt Va € Z, : a? —a = 0, weil 0”7 = 0 und fiir a # 0 ist a eine Einheit. Die Einhei-
tengruppe (Z5,-) = (Z, \ {0}, ) hat p — 1 Elemente und in jeder endlichen Gruppe G gilt:
Vg € G: ¢/ =1, insbesondere also fiir a € Z, \ {0} : a?~! = 1, daher a” = a.

BEISPIEL: Es kann vorkommen, dass f € R[z] mehr als deg f Nullstellen hat. In Zg[z] hat
2% + 2 vier Nullstellen: 0,2, 3,5. 23 — 2 hat 6 Nullstellen.

Es kann auch fiir einen Ring R ohne Nullteiler vorkommen, dass f € R[x] mehr als deg f
Nullstellen hat.

Definition 7.2 Seien i, j, k beliebige Symbole. Definiere eine Menge
H:={a+bi+cj+dk|a,b,c,deQ}
Die Addition auf dieser Menge sei durch
(a+bi+cj+dk)+(d+Vi+dj+dk)=(a+ad)+ b+V)i+ (c+)j+ (d+d)k
erklart, die Multiplikation durch
= =k*=—1,ij=k, jk=1i, ki=j, ji=—k, kj = —i, ik=—j

(wobei —i = (—1)i sei). Zudem soll das Distributivgesetz gelten.

Dann bildet (H, +,-) einen nichtkommutativen Schiefkorper, die sogenannten rationalen
Quaternionen (analog definiert man auch die reellen Quaternionen).
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BEISPIEL: In H[z| hat 22 4+ 1 die Nullstellen +i, +j, +k.

BEISPIEL: Es kann vorkommen, dass fiir f,¢g € R[z] und r € R, r Nullstelle von (f - g),
aber weder Nullstelle von f, noch von g ist. Wenn R Nullteiler hat, ist das offensichtlich,
aber auch in H|z|:

Sei f(x) =x+1, g(xr) =2 —i. (f-g)(x) =2®+ 1. Z.B. k ist Nullstelle von z? + 1, aber
keine Nullstelle von = + 7 oder x — 1.

BEISPIEL: Es kann vorkommen, dass (f - g)(r) # f(r) - g(r):

f=z+i,9=c—1,r=Fk
(f-g)k) =K +1=0
f(k)-gk)=(k+i)(k—i) =k +ik—ki—i® =ik —ki=—2j #0

Satz 7.3 (Einsetzhomomorphismus) Sei R ein kommutativer Ring, dann gilt
Vf.g € Rlz]vreR: (f-9)(r) = f(r)-g(r)
das heifit Einsetzen eines fixen r € R ergibt einen Ringhomomorphismus
©, ¢ Rlz] — R, @,(f) = f(r).
Beweis: Ist ein Spezialfall des folgenden Satzes. [

Satz 7.4 Seien R, S kommutative Ringe, ® : R — S ein Ringhomomorphismus und s € S.
Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus ® : R[X] — S mit ®|gr = ® und ®(z) = s,

namlich
n n

5(2 apxz®) = Z ®(ay,)s".

k=0

Insbesondere gilt fiir R = S, ® = idg: Einsetzen von s € R ist ein Ringhomomorphismus:
Rlz] — R, f— [f(s).

Beweis: Wenn ein Ringhomomorphismus ¢ : R[z] — S mit ¢|gr = @, ¥(z) = s existiert,
dann muss er die im Satz angegebene Form haben (Eindeutigkeit):

U(aptarz+. . .+a,z") = P(ag)+(a)Y(x)+. . . +P(an)(z)" = P(ag)+P(ar)s+. . .+P(a,)s”
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Zur Existenz: ® ist Ringhomomorphismus: Sei f = >}, axz®, g = > 1" bra*.

B(fg)=3(> (Zaibk_i>a:k) -
m+n k
- Z (Z (I)(a,-)q)(bk_i))sk = (s kommutiert mit ®(bg_;))
b |
= Z Z (I)(ai)Slq)(bk,i)Skil =
k=0 i=0

= Z ®(a;)s'P(bj)s’ =

_ (i@(ai)si) (i@(bj)sj) _

2(f) - (g)

BEMERKUNG: Damit (f - g)(s) = f(s) - g(s) gilt, muss zumindest s mit allen r € R
kommutieren.

Ubungsbeispiele
Ubung 26:

(i) In einem kommutativen Ring mit 1 ist ein Ideal I genau dann ganz R, wenn [
eine Einheit enthélt.

(ii) Ein kommutativer Ring R mit 1 ist genau dann ein Kérper, wenn (0) und R die
einzigen Ideale von R sind.

Ubung 27: Sei d € N quadratfrei (d.h., durch kein Quadrat einer Primzahl teilbar).
Sei
R=Z|V—d ={a+bV—d]|a,beZ}

(i) Die ,Norm‘ N: R — Z, definiert durch N(a + bv/—d) = a® + db? (fiir a, b € Z) ist
multiplikativ: N(rs) = N(r)N(s).

(ii) r € R ist eine Einheit in R genau dann, wenn N (r) eine Einheit in Z ist. (Hinweis:
ein Teiler einer Einheit ist auch eine Einheit.)

Ubung 28: Geben Sie einen Isomorphismus an zwischen M, (R[z]), dem Ring der n x n
Matrizen mir Eintragungen im Polynomring R[x], und M, (R)[z]|, dem Polynomring in
einer Unbestimmten mit Koeffizienten in M, (R). (Hiebei ist R ein kommutativer Ring
mit Eins.)
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Ubung 29: Seien f, g und h Polynome in R[z] (R ein kommutativer Ring mit Eins),
davon f ein normiertes Polynom (d.h. mit Leitkoeffizient 1) sodass f-g = h. Sei S ein
Unterring von R. Zeigen Sie: wenn f und h € S[z], dann auch g € S[z].

Ubung 30: Sei D ein Integritiitsbereich und kein Koérper, dann ist D[x] kein Haupt-
idealring. (Betrachten Sie das Ideal J jener Polynome, deren konstanter Term in einem
fixen Ideal I # D von D liegt. Angenommen, ein einziges Polynom f erzeugt J; Fallun-
terscheidung f konstant oder nicht.)

39



8 Nullstellen und Linearfaktoren von Polynomen

Satz 8.1 (Polynomdivision mit eindeutig bestimmtem Quotienten und Rest) Sei
R ein Ring mit 1, f, g € R[x| und der Leitkoeffizient von g sei eine Einheit in R. Dann gibt
es eindeutig bestimmte q,r € R[x] mit f = qg + r und degr < degg.

Beweis: zuerst Existenz: Wenn deg f < degg, dann f =0-¢g+ f.
Sei jetzt deg f > deg g(> 0). Induktion nach deg f:

deg f = 0 = degg = 0 = g konstant; Leitkoeffizient von ¢ ist Einheit = ¢ Einheit € R.
f="rg'g+o.
deg f=n>0.f=>]_yarz®, g=> 1 bsx*, m < n, b, Einheit. Setze

f=f—aubla"g,

dann gilt deg f < n. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es g, 7, sodass f = Gg + 7 und
degr < degg. )
=5+ anb;nlxnimg =(¢+ anb;zlxnim)g +7r

Wihle ¢ = ¢+ a,b 2™ ™ und r = 7.

zur Eindeutigkeit: Angenommen f = qg +r = q1g + 1, degr < degg,degr; < degg.
Dann folgt r —r; = (¢1 — ¢)g und deg(r — 1) < max(degr,degr;) < degg. g hat als
Leitkoeffizient eine Einheit (keinen Nullteiler), daher deg(q: — ¢)g = deg(q1 — ¢q) + degg.
Wenn deg(q; — ¢) > 0, dann folgt deg(q1 — q)g > deg g > deg(r — r1). Das ist unmdoglich,
also muss deg(q; — ¢) = —oo, somit ¢; — ¢ = 0 und daher auch r — r; = 0. n

Satz 8.2 (Restsatz) Sei R ein Ring mit 1. f = > apa® € R[z], c € R, f(c) := Y axc”
k=0 k=0
(Einsetzen rechts). Dann gibt es genau ein q € R[], sodass

f(x) = q(z) - (x =) + f(e).

BEMERKUNG: Man kann fiir einen nicht kommutativen Ring R nicht einfach sagen: Divisi-
on mit Rest von f durch (z—c). f(z) = q(z)-(x—c)+d, d € R (weil degd < deg(z—c) = 1).
Es ist dann nicht automatisch d = f(c), weil wir keinen Einsetzhomomorphismus haben.

Beweis (des Restsatzes):

flz)—fle) = Z arz® =Y apc® =Y ap(a® — )
k=0 k=0 k=0
= Z ap(e* 2P o4 4 Y (@ — ) = q(2)(z — ¢
k=0

Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit von ¢ und r bei Division mit Rest von f
durch (x — ¢). =
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BEMERKUNG: Das funktioniert auch mit links Einsetzen und f(z) = (z — ¢) - q(z) + f(c).

n

Korollar 8.3 Sei R ein Ring mit 1, f = Y azz* € R[z], c € R.
k=0

e c ist Rechts-Nullstelle von f (d.h. > apc® =0) <= 3q € R[z] : f(z) = q(x)(z — ¢
k=0

e cist Links-Nullstelle von f (d.h. 3 cfap =0) <= Jq € R[z]: f(z) = (z — ¢)q(x)

k=0

Beweis: Wenn 3g € Rz] : f(z) = ¢(x)(x — ¢), dann gilt wegen des Restsatzes auch
¢ € Rlx] : f(z) = ¢ (z)(x —¢) + f(c). Aufgrund der Eindeutigkeit der Division mit Rest
folgt ¢/ = g, f(c) = 0.

Die Umkehrung folgt direkt aus dem Restsatz. [

Definition 8.4 IntZ := {f € Q[z||Vz € Z : f(z) € Z} heiit Ring der ganzwertigen
Polynome in einer Variablen.

Int(Z") .= {f € Qlx1,..., x| |V21,...,20n € Z: f(z1,...,2,) € Z} heifit Ring der ganz-
wertigen Polynome in mehreren Variablen.

BEMERKUNG: Z[z] S Int Z G Q[x]

z.B.: Ip;x € Int(Z) \ Zx] fiir p prim.

(:c) _ -1 -2)...(z—n+1) c It 7
n n!
BEISPIEL: (Ringelemente, die keinen ggT haben)
R=IntZ
f=z(x—1) g=xz(x+1)
r|f; x|ginlntZ
2| f; 2|ginIntZ
f:2x(:c2— 1) g:2x(x2+ 1)

Wenn f und g einen ggT d hitten, dann 2 | d und z | d. Ausserdem haben f und ¢ in
Q[z] keinen gemeinsamen Teiler ¢ mit degc > 2, daher degd = 1. d ist ein Polynom vom
Grad 1, das in Q[z] den Teiler z hat:

d=gq-x, qeQ

Gleichzeitig 2 | d in Int Z, also ¢ - = 2 - h(x), degh = 1, h ganzwertig.

x
% ganzwertig = q € 27
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Somit d = 2kx fiir ein k € Z. Widerspruch, weil 2x kein Teiler von f, g in Int Z ist:

r—1 T —

1
f=xz(xz—-1)=2x- und 5 ¢ Int Z.
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9 Irreduzible und prime Elemente - maximale Ideale
und Primideale

Definition 9.1 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. ¢ € R heifit irreduzibel, wenn ¢ # 0
und ¢ keine Einheit ist und ¢ = ab = (a Einheit V b Einheit) gilt.

p € R heifit prim, wenn p # 0 und p keine Einheit ist und p|ab = p|a V p|b erfiillt.

Proposition 9.2 Sei R ein kommutativer Ring mit 1, p € R prim und kein Nullteiler.
Dann ist p irreduzibel.

Beweis: Es sei p = ab. Dann gilt insbesondere p | ab und damit p|a oder p | b, 0.B.d.A. gelte
ersteres. Dann ist pd = a fiir ein d € R, also p = ab = pdb = p(1 — db) = 0. Weil p kein
Nullteiler ist, muss 1 — db = 0, also db = 1 sein. Damit ist jedoch b eine Einheit.

Folglich ist p irreduzibel. [

Korollar 9.3 In einem Integritétsbereich ist jedes prime Element irreduzibel.

BEISPIEL: Im Allgemeinen miissen irreduzible Elemente nicht prim sein: In Int Z sind 2
und x jeweils irreduzibel, jedoch nicht prim.

e 2 ist irreduzibel: 2 = ab in Q[z], dann sind a,b € Q. Q NIntZ = Z, also a,b € Z.
2=uab=a€ {£1} oder b € {£1}.

e 1 ist irreduzibel: * = ab in Q[z], dann (0.B.d.A, da 1 = degx = dega + degb)

a=5r,b= %, mit ¢,d,d,d € Z. Wie oben folgt b € Z und a = cx mit ¢ € Z. Es
folgt © = ab = cbx = ¢b =1, also b € {£1}.

e 2 ist nicht prim: 2 | x(z — 1), weil z(z — 1) = 2@, aber 2 t x, 24 (x — 1), da
2 ¢ IntZ und % ¢ Int Z.

e 1 ist nicht prim: z | z(z — 1) = 2@, aber x 12 und x { @, weil 21 ¢ Int Z.

Definition 9.4 Sei R ein Ring und P < R. P heif$t Primideal, wenn P # Rund VA, BIR
gilt: ABCP = ACPVBCP.

Definition 9.5 Sei R ein Ring und (¢) # R ein Hauptideal von R. Man sagt (c) ist
mazximal unter den echten Hauptidealen von R, wenn es kein Hauptideal (d) # R von R

gibt, das (c) echt umfasst. (d.h. (¢) & (d) = (d) = R).

Proposition 9.6 Sei R ein Integritétsbereich, ¢,p € R.

e p prim <= (p) ist Primideal # {0}.
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e cirreduzibel <= (¢) # (0), (¢) # R, (c) ist maximal unter den echten Hauptidealen.
Beweis: als Ubung n
BEMERKUNG: Alles aufler

(¢) # (0), (¢) # R, (¢) maximal unter den echten Hauptidealen = ¢ irreduzibel
gilt auch in beliebigen kommutativen Ringen mit 1.
Lemma 9.7 Sei R ein kommutativer Ring, P ein Ideal von R, dann gilt
P Primideal <= P#R AN Va,beR: abe P=a€PVbeP

Beweis: (<) gilt in beliebigen Ringen: Sei AB C P und P erfiille die Bedingung aus
dem Lemma. Angenommen A ¢ P, zu zeigen ist B C P: Wihle ap € A\ P, dann gilt
Vbe B: agb€ ABC P.ag¢ P=0b¢€ P, also insgesamt B C P.

(=) In kommutativen Ringen gilt (ab) = (a)(b). Sei ab € P, dann gilt P D (ab) = (a)(b).
Da P Primideal ist, folgt (a) C P V (b) C P, also insbesondere a € P oder b € P. =

Definition 9.8 Sei R ein Ring, M < R. M heif3t mazimales Ideal, wenn M # R ist und
fiir alle I < R mit M ; I C R bereits I = R gelten muss (d.h. M ist in der Menge der
Ideale # R, geordnet durch C, ein maximales Element).

Proposition 9.9 R sei ein Ring mit Eins und M < R. Wenn M ein maximales Ideal ist,
dann ist M auch ein Primideal.

Beweis: Sei M ein maximales Ideal, A, B4R und AB C M. Angenommen, A ¢ M. Dann
ist A+ M ein Ideal mit M ; A+ M, also A+ M = R, da M maximal ist. R ist ein Ring
mit Eins, also folgt B R = RB = B. Damit ist

B=RB=(A+M)B=AB+MBCAB+MCM

(da AB C M). ]
BEISPIEL: fiir Primideale, die nicht maximal sind: (0) QZ, (z) < K|z, y], (x) < Z[z]
Proposition 9.10 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und P < R. Dann gilt

P ist Primideal <— R/ p ist Integritdtsbereich
Beweis: Es gilt P # R < R/P # {0}, also bleibt zu zeigen

(abe P=a€c PVvbe P) <= R/p nullteilerfrei.
Daae P& a+ P=0+ P, ist

abe P=acPVbeP

dquivalent zu

(a+P)(b+P)=0+P=a+P=0+P V b+P=0+P.

44



Proposition 9.11 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M < R. Dann gilt:
M ist maximales Ideal <= R/M ist Korper

Beweis: Wir verwenden: S Korper <= (0), S sind die einzigen Ideale von S.

Nach dem 3. Isomorphiesatz sind die Ideale von R / ) genau von der Form J / M > wWobel
J IR mit M C J. Weiters gilt:

J/M = R/M < J=Rund J/M =0)eJ=M.

Sei M ein maximales Ideal, dann gilt M C J <R = J = MV J = R, also ist jedes Ideal
von R/M gleich (0) oder R/M . Somit ist R/M ein Korper.

Sei umgekehrt R/M ein Korper, dann besitzt R/M nur die Ideale (0) und R/M .

Somit besitzt R kein Ideal J mit M & J G R. Weiters gilt £/, # {0}, und daher
M # R. Also ist M maximal. ]

BEMERKUNG: Wenn R nicht kommutativ ist, dann gilt im Allgemeinen nicht
M maximal = R/ M Schiefkérper.
Es gilt jedoch
M ist maximal unter den Links- und Rechtsidealen <= R/M ist Schiefkorper
(d.h. fiir jedes Links- oder Rechtsideal J mit M & J C R gilt bereits J = R)

BEISPIEL: In M,,(K) sind (0) und M, (K) die einzigen beidseitigen Ideale. (0) ist also ein
maximales Ideal, aber M, (K) = Mn(K) / (0) st kein Schiefkorper.

BEMERKUNG: Fiir kommutative Ringe mit 1 kann man
M maximales Ideal = M Primideal

auch so zeigen:
M maximal = R / N Korper = R / M Integritétsbereich = M Primideal
Definition 9.12 Der Index eines Ideals I < R ist
[R:1I]:=|{r+1|r€ R} = ‘ R/I ‘
(Der Index der Untergruppe (I, +) von (R, +).

BEMERKUNG: Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Jedes Primideal P mit endlichem Index
ist maximal: £? / p endlicher Integritétsbereich = R / p Korper.
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Lemma von Zorn

Definition 9.13 Sei X eine Menge und < C X x X eine Relation (man schreibt z < y
fiir (z,y) € <). < heiit Ordnungsrelation (und (X, <) heifit geordnete bzw. halbgeordnete
Menge), wenn gilt:

1. Vie X<z
2. Vr,y,z€ X (r<yny<z) = <z
3.Vr,ye X (z<yAy<z = z=y)

Definition 9.14 Sei (X, <) eine geordnete Menge, Y C X.

e s € X heifit obere Schranke von Y, wenn Vy € Y y < s

e yo € Y heifit mazimales Element von Y, wenn Yy € Y (yo <y =y = 4o)

BEMERKUNG: Eine obere Schranke von Y muss nicht unbedingt in Y liegen, ein maximales
Element schon. Ein maximales Element y, ist im Allgemeinen keine obere Schranke (weil
erlaubt ist, dass es in Y Elemente gibt, die mit yo nicht vergleichbar sind).

Definition 9.15 Eine geordnete Menge (Y, <) heifit totalgeordnet, wenn
Ve,yeY :(z<yVy<ux).

Eine Teilmenge Y einer geordneten Menge (X, <) heiit Kette, wenn Y beziiglich < total-
geordnet ist, d.h. Vz,y € Y (x <yVy < z).

Lemma 9.16 (Lemma von Zorn) Sei (X, <) eine halbgeordnete Menge, X # (). Wenn
jede Kette Y C X eine obere Schranke in X hat, dann hat X ein maximales Element.

BEMERKUNG: Sei R ein Ring mit Eins und / < R. Dann gilt (/ = R < 1€ I).

Satz 9.17 Sei R ein Ring mit Eins und I < R. Wenn I # R, dann existiert ein maximales
Ideal M < R mit I C M.

Beweis: Sei X = {JQR|I CJ G R}. Dann ist X # (), weil I € X. X ist eine geordnete
Menge durch J < J' :< J C J'. Jede Kette in X hat eine obere Schranke in X:

Sei Y = {Jy|\ € A} C X eine Kette. Wenn A = (), dann ist jedes x € X eine obere
Schranke. Sei andernfalls J = (J,c, Jx. Dann gilt Vy = J, € Y: y C J, also wére J eine
obere Schranke. Es bleibt jedoch zu zeigen, dass J € X ist:
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e 0 ¢ J, weil 0 € Jy fiir ein A € A. Daher ist J # 0.
Seien nun a,b € J. Dann gibt es A, € A mit a € Jy, und b € J,. Weil Y eine Kette
ist, muss Jy C J, oder J, C J, gelten, 0.B.d.A ersteres. Dann folgt a,b € J,, also
a—b € J, und folglich auch a — b € J.
Seien schlieflich @ € J und » € R. Dann gibt es ein A\ € A mit a € J,. Weil J, ein
Ideal ist, sind damit ar,ra € J, und somit auch ar,ra € J.
Folglich ist J ein Ideal.

o | C J ist klar, weil fiir ein beliebiges A € A I C J, gilt.

e Da Ve A J,# R und folglich 1 ¢ J, ist, muss 1 € J sein, und somit ist J # R.

Also ist J eine obere Schranke von Y, und man darf das Lemma von Zorn anwenden.
Daher hat X ein maximales Element M € X,dh. M IR, I C M ;Cé R und VJ < R mit
I1CcJ ;Ct R: wenn M C J, dann J = M. Also ist M ein maximales Ideal mit I C M. [

Ubungsbeispiele

Ubung 31: Sei R kommutativer Ring mit 1. p € R ist prim genau dann, wenn (p) ein
Primideal ungleich (0) ist.

Ubung 32: Sei R ein Integritétsbereich. ¢ € R ist irreduzibel genau dann, wenn
(¢) # (0), (¢) # R und fiir jedes d € R mit (c) & (d) gilt (d) = R.

Ubung 33: Seien S C R kommutative Ringe mit 1 und P ein Primideal von R. Dann
ist Q = P NS Primideal von S.

Ubung 34: Sei K ein Koérper, K[x1,. .., x,] der Polynomring in n Unbestimmten iiber
K, und ay,...a, € K. Zeigen Sie

(i) ¢: Klxy,..., 2, — Klz1,...,2,] definiert durch o(f) = f(z1 —a1,..., 2, — ayp)

ist ein Automorphismus von K[zq,...,x,).
(ii) Das von x; — ay,..., %, — a, erzeugte Ideal ist maximal. (Betrachten Sie zuerst
das von x4, ..., , erzeugte Ideal.)
Ubung 35: Sei K ein Korper, K|z1, ..., x,] der Polynomring in n Unbestimmten iiber
K. Sei 1 < k < n. Das von 1, ...,z erzeugte Ideal von K|xy,...,z,] ist Primideal,
aber nicht maximal; desgleichen das von x1 —ay, ...,z — a; erzeugte Ideal fiir beliebige
ai,...a; € K.
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10 Ringe mit eindeutiger Primfaktorenzerlegung, ZPE-
Ringe

Definition 10.1 Ein Integritéitsbereich R heifit ZPFE-Ring oder faktorieller Ring, wenn

1. Fiir alle a € R, a # 0, a keine Einheit, gibt es n € N und irreduzible ¢4, ..., ¢, € R,
sodass a = ¢y -...-¢,. D.h., jedes a # 0, das keine Einheit ist, hat eine Faktorisierung
in irreduzible Elemente.

2. Wenn cq,...,¢c, und dy,...,d,, irreduzibel sind und ¢; - ... ¢, = dy - ... - d,, gilt,
dann ist n = m und es gibt eine Permutation m € Sy, sodass ¢; = dr;) (i = 1,...,n).
D.h., die Faktorisierung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge und Assoziiertheit.

BEMERKUNG: ¢ & d heif}t, es gibt eine Einheit u mit ¢ = du.

Definition 10.2 Ein Integritdtsbereich R heifit atomar, wenn Va € R, a # 0, a keine
Einheit 9n € N, ¢y, ..., ¢, irreduzibel: a = ¢; - ... - ¢,.

BEISPIEL: IntZ ist atomar, aber die Faktorisierung ist nicht eindeutig:

x(x—l)(x—1)...(x—n+1):n!(z>

n! in Z in Primzahlen faktorisieren. (Diese sind auch in Int Z irreduzibel.) Links stehen n
irreduzible Faktoren, rechts (fiir grosses n) viel mehr.

Definition 10.3 Sei S eine Menge von Idealen in R. Man sagt, R erfiillt die aufsteigende
Kettenbedingung fiir Ideale in S, wenn jede aufsteigende Kette

LhZCL Cl,C...
von Idealen in S nur endlich viele verschiedene Ideale enthilt.

Lemma 10.4 Sei R ein Integritédtsbereich. Wenn R die aufsteigende Kettenbedingung fiir
Hauptideale erfiillt, dann hat jedes Element a # 0, keine Einheit, eine Faktorisierung in
irreduzible Elemente.

Beweis: Sei
S ={ac€ R|a+#0, akeine Einheit, fci,..., ¢, irreduzibel mit a = ¢; ...c,}

Es ist zu zeigen, dass S = (). Angenommen, a € S. Wenn a = be, dann ist b € S oder
ceS(a#0 = b,c+#0; wiren b, ¢ Einheiten oder Produkte von Irreduziblen, dann auch
a, also wire a ¢ S). Wegen a € S ist a insbesondere nicht irreduzibel, also existieren b, ¢
(beide keine Einheiten), sodass a = bc und a % b, a % c.

Damit kénnen wir induktiv eine Folge a = ag,ay,. .. definieren, sodass a; € S, a1 | an,
Gny1 % an. Es ergibt sich eine aufsteigende Hauptidealkette (ao) & (a1) & ..., im Wider-
spruch zur aufsteigenden Kettenbedingung fiir Hauptideale. Also gibt es fiir jedes a # 0,

das keine Einheit ist, eine Darstellung der Form a = ¢; ... ¢, mit irreduziblen c¢;. [
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Satz 10.5 Sei R ein Integritéitsbereich. Dann ist R genau dann ein ZPE-Ring, wenn

1". R erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung fiir Hauptideale
2'. Jedes irreduzible Element von R ist prim

Beweis:
1’ = 1: siche Lemma

2" = 2: Seien ¢y,...,¢p,dy, ..., dy, irreduzibel, sodass
Cl---cn:dl---dm'

Wegen 2’ sind die ¢;, d; prim. Da ¢; prim ist, gibt es ein 4, sodass ¢; | d;. O.B.d.A. gelte
¢1 | dy. Da dy irreduzibel ist, folgt aus d; = ¢ - uy, dass uy eine Einheit ist (weil ¢; keine
Einheit ist). Durch kiirzen erhélt man

Co...Cp = (udy) ...dy,.

Mit Induktion nach max(n, m) zeigt man nun, dass n =m und ¢; ~ d;Vi =1,...,n.

1,2 = 1" Wir wissen a|b < (b) C (a) unda~b & (b) = (a) bzw. (a|bANa#b) &
(b) S (a). Eine aufsteigende Kette von Hauptidealen (a;) C (ay) C ... entspricht daher

=
einer absteigenden Teilerkette ay,ag, ... (d.h. ... |ay|an—1] ... |az|ar). Jedes a; teilt ay,
aber a; hat nur endlich viele nichtassoziierte Teiler (bis auf Multiplikation mit Einheiten
sind die Teiler von a; genau die Produkte einer Auswahl von ¢4, ...,¢,, wenn a; = c¢;...c¢,

die eindeutige Darstellung von a; als Produkt irreduzibler Faktoren ist), also gibt es nur
endlich viele verschiedene Hauptideale unter den (a;).

1,2 = 2': Sei ¢ irreduzibel und ¢ | ab. Somit gibt es ein d, sodass cd = ab. Wir zerlegen in
irreduzible Faktoren:

cdl...dn:al...ambl...bk
Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung gibt es ein ¢, sodass ¢ =~ a;, oder ein j, sodass

c~b;. 0.B.d.A. ¢~ a, also ¢ | a;, und da a; | a, folgt ¢ | a. "

Lemma 10.6 Jeder Hauptidealring erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung fiir beliebige
Ideale.

Beweis: Sei Iy C I; C I, C ... eine aufsteigende Kette von Idealen. Die Vereinigung einer
Kette von Idealen ist wieder ein Ideal (priifen!). Somit gilt I = (J;—, Iy ist ein Ideal. Da
R ein Hauptidealring ist, gibt es ein r € R, sodass [ = (r). Es gibt k£ € N, sodass r € Ij.
Somit auch r € I, fir [ > k. Also gilt fir [ > k:

I=mcnc|n=1

n=0

und daher I, = I. n
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Lemma 10.7 In einem Hauptidealring ist jedes irreduzible Element prim.
Beweis: Sei R ein Haupridealring und ¢ € R irreduzibel. Es gilt (¢) # R und

vd: () C (d) = (d) = R.

Da in einem Hauptidealring jedes Ideal die Form (d) hat, ist (¢) ein maximales Ideal, also
auch ein Primideal. Somit ist ¢ prim. [

Korollar 10.8 Jeder Hauptidealbereich ist ein ZPE-Ring.
BEMERKUNG: Hauptidealbereich heifit: Hauptidealring und Integritétsbereich.

Korollar 10.9 Jeder Euklidische Bereich ist ein ZPE-Ring. Insbesondere sind Z und K|z]
(fiir einen Korper K) ZPE-Ringe.

Definition 10.10 In einem ZPE-Ring R sei P ein Reprisentantensystem der Klassen
beziiglich =, die aus primen Elementen bestehen.
(d.h. Vg € R, ¢ prim, 3!p € P mit p = q)

BEMERKUNG: p prim, ¢ | pAp|q= g prim.
Insbesondere also p prim, p ~ ¢ = ¢ prim.

BEISPIEL: In Z ist jede Klasse beziiglich &~ von primen Elementen der Form {—p, p} fiir p
Primzahl. Also wére P={p € Z | p prim, p > 0} ein Représentantensystem.

BeispiEL: In K[z] (K Korper) sind die Einheiten genau die Konstanten # 0, also wire
P ={f € K[z] | f irreduzibel, normiert }

ein Reprisentantensystem der primen Elemente beziiglich &~ (normiert bedeutet Leitkoef-
fizient = 1).

Proposition 10.11 (Primfaktorzerlegung) Sei R ein ZPE-Ring, P ein Reprisentan-
tensystem der Assoziiertenklassen von primen Elementen von R. Dann hat jedes a # 0
eine eindeutige Darstellung in der Form

a = U, - Hp”p(a)
peP

wobel u, Einheit ist, v,(a) € Ny und nur endlich viele v,(a) # 0 sind.

Dabei ist v,(a) nur von der Assoziiertenklasse von p (und nicht von der Wahl des Re-
priasentantensystems P) abhéngig. D.h., wenn [P’ ein anderes Repriisentationsystem ist und
a=ug[[yep P @ dann gilt p = p' = v,(a) = vy(a).

Beweis: als Ubung. [
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BEMERKUNG: ZPE-Ring Eigenschaft fiir Hauptideale formuliert: Jedes Hauptideal # (0)
faktorisiert als (r) = P;...P,, wobei die P; prime Hauptideale sind. (Eindeutig bis auf
Reihenfolge)

BEMERKUNG: Sei R ein ZPE-Ring, r, s € R\ {0} und v,(r) sei der Exponent, zu dem p
in der Primfaktorzerlegung von R auftritt. Dann gilt

Vp e P wy(rs) = v,(r) + vy(s).
Somit folgt auch fiir a, b € R\ {0}:
alb<=VpeP: vy(a) <vy(b).

Daraus folgt fiir a, b € R\ {0}:

geT(a,b) ~ Hpmin(vp(a)vvp(b))

peP

kgV a, b Hpmax(vp(a) Jp (b

peP

Ubungsbeispiele

Ubung 36: Sei D ein Integrititsbereich. Dann sind die Einheiten in D[z] genau die
Konstanten, die in D Einheiten sind.

Ubung 37: In einem ZPE-Ring haben je zwei Elemente a,b € R\ {0} einen ggT,
namlich

ggT a, b Hpmln(vp(a) p(b

peP

und ein kgV, ndmlich
kgV a, b Hpmax vp(a),vp b)

pEP

Hinweis: a | ¢ <= Vp € Pu,(a) < v,(c).

Ubung 38: Fiir Elemente a, b, ¢ eines ZPE-Ringes gilt: Wenn a | be und ggT(a, b) = 1,
dann a | c.

Ubung 39: In IntZ gilt die Aussage von Bsp. 38 nicht. (Finden Sie konkrete a,b,c €
IntZ, die ein Gegenbeispiel darstellen.)

Ubung 40: In einem kommutativen Ring mit 1 ist jede Nichteinheit in einem maxima-
len Ideal enthalten.
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Ubung 41: Ein kommutativer Ring mit 1 hat genau dann nur ein einziges maximales
Ideal, wenn die Menge der Nichteinheiten ein Ideal ist.

Ubung 42: In einem nichtkommutativen Ring mit 1 kann das von einer Nichteinheit

erzeugte Ideal ganz R sein. Hinweis: in R = Ms(K) die Matrix F15 mit der Eintragung
1 an der Stelle (1,2), sonst 0, betrachten.
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11 Ring der Briiche

BEMERKUNG: Man erhélt den Korper der rationalen Zahlen aus dem Ring der ganzen
Zahlen durch Q := {(a,b)|b € Z\ {0}}/ ~, wobei ~ durch (a,b) ~ (¢,d) & ad = bc
definiert ist. Die Elemente von Q sind Aquivalenzklassen von Paaren beziiglich ~, und
man schreibt ¢ fiir die Klasse von (a,b). Die Addition ist durch % + £ = 2tk gegehen, die

bd
Multiplikation durch § - £ = 5.
Diese Konstruktion wird im Folgenden verallgemeinert.

Definition 11.1 Sei S eine Teilmenge eines kommutativen Ringes R mit 1. S heifit mul-
tiplikativ, wenn S # QD und s, t € S = st € S gilt.

BEISPIEL: Einige multiplikative Mengen:

1. Sei R ein kommutativer Ring. Dann ist S, definiert als Menge der Nicht-Nullteiler,
multiplikativ: wenn a,b keine Nullteiler sind und (ab)c = 0, dann wiirde a(bc) = 0,
also be = 0 und damit ¢ = 0 folgen. Also kann ab dann auch kein Nullteiler sein.

Im Spezialfall, dass R ein Integritdtsbereich ist, ist S = R\ {0} multiplikativ.

2. Sei R ein kommutativer Ring, P < R ein Primideal und S = R\ P. Die Eigenschaft
abe P = a€ PVbe P von P ist dquivalent zur Eigenschaft

aceSNbeS = abe S,

und wegen P # R ist S # ().
3. Sei P; Primideal fiir i € I. Dann ist (J,.; P; multiplikativ.

4. {r™|n € No} ist fur fixes r € R\ {0} multiplikativ, wenn 7 nicht nilpotent ist.

Definition 11.2 Eine multiplikative Menge S heifit geséttigt, wenn jeder Teiler eines
s € S auch in S liegt, das heifit () # S C R ist gesittigte multiplikative Menge genau dann,
wenn

s-teS<«<=s,teb.

Definition 11.3 Sei S C R eine multiplikative Menge und
S={tcR|IreR: t-recS}

S heifit Sdittigung von S.

BEMERKUNG: S ist eine gesittigte multiplikative Menge.

Satz 11.4 (Ring der Briiche) Sei R ein kommutativer Ring, S C R multiplikativ.
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1. Die auf R x S durch (r,s) ~ (r',s') & 3t € S mit t(rs' —r's) = 0 definierte
Relation ist eine Aquivalenzrelation.
Wenn S keine Nullteiler enthélt, dann hat die Relation die einfachere Form

(r,s) ~(r',s") & rs —r's=0.

Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von (r, s) beziiglich ~ mit £ und die Menge der
Aquivalenzklassen (1@ X S)/N ={t|reR,s € S} mit ST'R oder Rg.

T‘?”

2. S7IR bildet beziiglich der Addition =+ % = =t und der Mult1p11kat1on L.o =

einen kommutativen Ring mit Eins, Wobe1 Og-1p = = und lgg=7%(se€S be]1eb1g)
Beweis:
1. als Ubung.
2. e +ist wohldefiniert: sei © = £ und Z—: = 5_//' Zu zeigen ist dann, dass E—{—Z—: = §+%
gilt:

Sei dazu t € S mit t(ro — ps) =0 und ¢’ € S mit ¢'(r'0’ — p's’) = 0. Dann gilt:
tt'((rs' +1's)oo’ — (po’ + plo)ss’) = tt'(rs'oo’ —1'soo’ — po'ss' + ploss’)
= t(ro— ps)t's'a’ —t'(r'o’ — p's')tso
= 0t's'c’ — Otso =0

. o N,
Also igt I&trs — potro
SS o0

e Analog folgt, dass - wohldefiniert ist.

o Assoziativitat von +:

A " (rs' +1's)s" +r"ss’ rd's" +1'ss" +r'ss
8” SS/S// SS S//

r roor"\  rs's” £ (r's" + r”s’)s rs's" +1r'ss"” +r"ss’'
-+ o ] " "

S S ss's ss's
Also sind die beiden Ausdriicke gleich.

e Nullelement g: L+ g = TS:% = 53 = * (Kiirzen ist nach dem vorigen Lemma
moglich).
e Die Operation + ist kommutativ, weil R kommutativ ist.

r —r __ rs+(=7)s
s + s

e Das Inverse von % beziiglich + ist =* = = S% =0g-1p

e Die Assoziativitdt von - ist klar. - ist iiberdies kommutativ, weil R kommutativ
ist.
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e Distributivgesetz:

(rs’ +r's)r”

SS/S//
TS/T” + ,',.IS,’,,//

SS/S//
TTHSIS// _|_ T/T”SS”

88/ S//S//
7‘7’” 7,,/7,,//

SS// SIS//

e Einselement ¢ (¢ beliebig): £ -t == = (kiirzen).

Damit sind alle Eigenschaften eines kommutativen Ringes mit Eins gezeigt. [

Definition 11.5 S~!R heifit Ring der Briiche von R mit Nennern in S

BEMERKUNG: Wenn 0 € S, dann ist S™!R trivial, denn es besteht nur aus einem Element.
ST'R = {0}, weil fiir alle Z, 5 gilt Ors = 0r's’, also = = ;—:

Ab jetzt betrachten wir nur multiplikative Mengen S mit 0 ¢ S.

Falls S = R\ P fiir ein Primideal P schreibt man Rp fiir Rg. (Es besteht keine Verwechs-
lungsgefahr, da 0 € P, also kann P nicht die multiplikative Menge sein.)

BEMERKUNG: Vr € R, s,t€S: t =141

s st”

Lemma 11.6 In Rg sind die Einheiten genau die 7 mit 3¢ € R : rt € S und das

Nullelement wird genau von den Briichen % dargestellt, fir die 3¢ € S: rt = 0.

rs
!

Beweis: Wenn % Einheit, dann EIZ—:, sodass 2
Somit gilt (tr'o)r =tss'oc € S.

1 =2 Somit It € S : trr'oc = tss'o.

Angenommen, 3t € R: rt = o € S. Wir wollen ziegen, dass £ eine Einheit ist. £ = £ hat
Inverses £, also 22 = 1. Daher £ =1, also hat ¥ das Inverse £. "

Korollar 11.7 Sei S eine geséattigte multiplikative Menge, dann sind die Einheiten in Rg
genau die £ mit r € S. Das Nullelement wird durch jene Briiche % dargestellt, fiir die r

o-Nullteiler eines o € S ist (d.h. o € S: ro =0).

Definition 11.8 Sei R ein Integrititsbereich, S = R\ {0}, dann ist Rg ein Korper, der
Quotientenkdrper von R.
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BEMERKUNG: R\{0} ist genau dann multiplikative Menge, wenn R keine Nullteiler hat. Rg
ist Korper, weil Rg ein kommutativer Ring mit 1 ist und jedes Element Z # 0 invertierbar
ist: £ # 0 bedeutet insbesondere r # 0, somit © € R\ {0} = S. Daher hat £ das Inverse .

BEISPIEL: Q ist der Quotientenkorper von Z.

Satz 11.9 Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines kommutativen Ringes
R,0¢5S.

1. ¢s: R — S7'R, definiert durch r — ™ (dabei ist s € S beliebig) ist ein Ringhomo-

S

morphismus, und fiir alle s € S gilt: pg(s) ist Einheit in ST'R.
2. Kerpg={r e R|3s € S mit rs =0}

3. Wenn S keine Nullteiler enthélt, dann ist pg injektiv.

Beweis:
1. e g ist wohldefniert: s,t € S, 7€ R = = =t datrs — srt = 0.
r+r')s rs+r's rs2+4r's? rs r's
o ps(r ') = T = retre — S e v = g (r) o+ s (1)
rr's rr/s2 rs r's
d @5(7’7”) =y T 2 T35 5 = <PS(7’) ’ 905(7”/)
e Ist s € S, dann ist pg(s) = % Einheit mit dem Inversen 3, wie zuvor gezeigt

wurde.

2. Sei pg(r) = 0g-15 = %. Dann folgt ** = %, also trs? — ts0 = 0 fiir ein t € S. Damit
ist jedoch r(ts®*) = 0 und ts? € S.
Sei umgekehrt rs = 0 fiir ein s € 5. Dann ist pg(r) = = = g = 0Og-1p, also
r € Ker pg.

3. Wenn S keine Nullteiler enthélt, dann kann es fiir » € R nur dann ein s € S mit

rs = 0 geben, wenn 7 = 0 ist. In diesem Fall ist dann Ker o5 = {0}, also g injektiv.m

BEMERKUNG: Wenn R ein Ring mit Eins ist und 1 € S, dann hat ¢g die einfache Form
ps(r) = 1.

BEMERKUNG: Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und S die Menge der Nicht-Nullteiler
von R. Dann heifit Rg der komplette Ring der Briiche. Das ist der ,,grosstmogliche“Ring
der Briiche, in dem R injektiv eingebettet ist. (Sobald Nullteiler in S sind, ist ¢ : R — Rg
nicht injektiv.)

Lemma 11.10 Seien R,T Ringe mit Eins, g : R — T ein Ringhomomorphismus.

1. Wenn ein Nicht-Nullteiler von 7" in Im g liegt, dann ist g(1) = 1.
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2. Wenn ¢(1) = 1, dann gilt fiir jede Einheit u € R: g(u)™* = g(u™") (insbesondere ist
dann g(u) auch Einheit).

Beweis: als Ubung. n

Satz 11.11 (Universelle Eigenschaft des Rings der Briiche) Sei S eine multiplika-
tiv abgeschlossene Teilmenge eines kommutativen Ringes R, ST'R = {%|r € R,s € S}
der Ring der Briiche und ¢ : R — S™'R durch ¢(r) = 2 definiert.

Wenn T ein kommutativer Ring mit Eins ist und f : R — T ein Ringhomomorphismus,
sodass fiir alle s € S f(s) eine Einheit in T ist, dann gibt es genau einen Ringhomomor-
phismus f : ST'R — T mit fop = f. Wenn f injektiv ist, dann auch f.

Beweis: Definiere f(£) = f(r)f(s)~!. Dann sind alle Bedingungen erfiillt:

o [ ist wohldefiniert: sei £ = 2 und ¢ € S mit ¢(rs’ —r's) = 0. Dann ist
0= f(0) = fFO)(f(r)f(s") = f(r)f(s)) = FOVF () F () F(r) f(s) ™ = f(r) F(s) )
Weil f(t)f(s)f(s') Einheit und daher kein Nullteiler ist, muss somit
F@)f(s)™ = fO) ()7
sein.

e f ist Homomorphismus beziiglich +:

e f ist Homomorphismus beziiglich -

168) - 13
= f(rr')f(ss)™
= f(r)f(s)7 ) ()7



o fop(r)=f()=flrs)f(s)™" = f()f(s)f(s) = f(r), dh. fop=f.

Angenommen, g wére ein anderer Ringhomomorphismus, der alle diese Bedingungen erfiillt.
Fiir alle s € S ist f(s) Einheit in 7. S # (), daher gibt es ein s € S, fiir das

f(s) = g(e(s)) € Im g Einheit in 7" und damit kein Nullteiler ist. Nach dem vorigen Lemma
gilt dann g(1) = 1, und fiir alle Einheiten v € S™'R ist g(u) Einheit mit g(u)™' = g(u™").
Damit ist jedoch

gC) - ngi):gwwmwrwzgww»amﬁ*>

_ mwﬂww&w*=ﬂﬂﬂﬁ*=7<

Also ist f eindeutig bestimmt. _
Wenn f injektiv ist, dann ist Ker f = {0}, also kann 0 = f(£) = f(r)f(s)”" nur dann
gelten, wenn f(r) = 0, also 7 = 0 gilt. Damit ist jedoch Ker f = {0g-13}, also f injektiv.m

Korollar 11.12 Sein R ein Integritéitsbereich und @) sein Quotientenkorper. Wenn R C K
fiir einen Korper K ist, dann gibt es eine isomorphe Kopie von Q mit R C ) C K,
bestehend aus Elementen der Form rs™! mit r € R, s € R\ {0}. (f = inclg_x : R — K,
dann f:Q — K mit f(£) =rs!)

Definition 11.13 Sei K ein Korper. Der Quotientenkorper von K[x] heifit Kdrper der
rationalen Funktionen:

ST
K@%—{ﬂwlﬁgekﬂLg%O}

Ubungsbeispiele
Ubung 43:

(i) In einem kommutativen Ring bilden die nilpotenten Elemente ein Ideal.

(ii) Die Nullteiler eines kommutativen Rings bilden im Allgemeinen kein Ideal. Geben
Sie ein Gegenbeispiel an.

Ubung 44: Sei I ein Ideal des kommutativen Rings R. Dann ist I[z] (bestehend aus
den Polynomen in R[z], deren Koeffizienten in I liegen) ein Ideal von R[z], und

Ri /g = B/ ).

Ubung 45: Sei R kommutativer Ring, S C R eine multiplikative Menge und S deren

Séttigung. Dann ist f: Ry — Rg, definiert durch f(7) = £ ein Ringisomorphismus.

s
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Ubung 46: Sei R kommutativer Ring, und fiir i € I (beliebige Indexmenge) P; ein
Primideal von R. Dann ist S = R\ |J,; P eine gesittigte multiplikative Menge.

Ubung 47: Die Nichtnullteiler eines kommutativen Rings bilden eine geséttigte multi-
plikative Menge.
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12 Polynome iiber ZPE-Ringen

Definition 12.1 Sei R ein ZPE-Ring, f(z) = > ,_,axz" € Rlz], f # 0. Dann heifit
ggT(ag,...,a,) der Inhalt des Polynoms f. Wenn ggT(ay,...,a,) ~ 1, dann heifit f pri-
mitives Polynom. Man schreibt den Inhalt als C(f).

Lemma 12.2 Sei R ein ZPE-Ring, f € R[z], f # 0, a € R. Dann gilt:

Claf) = aC(f)
2. Zu f existiert ein primitives Polynom f mit f = C(f)f.

Beweis: als Ubung n
BEMERKUNG: Sei R ein ZPE-Ring mit Quotientenkorper (), dann gilt
YO# feQx]3reQ: rf=f, fprimitiv € R[z].

Lemma 12.3 (Lemma von Gauf}) Sei R ein ZPE-Ring, f,g € R[z| primitive Polyno-
me. Dann ist fg primitiv.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes prime Element p € R ein Koeffizient ¢ von fg
existiert, sodass p { ¢ (dann haben die Koeffizienten von fg keinen nichttrivialen gemein-
samen Teiler).

Sei also p € R prim, f = > apz*, g = Y bpa®, fg = > cpx®. Wihle n minimal, sodass
p 1 a, und m minimal, sodass p { b,, (existieren, weil f und ¢ primitiv sind). Dann ist
Crtm = D it kenim @0k Fiir j < n gilt aber p|a; und damit p|a;by. Fiir j > n ist ande-
rerseits k < m, daher p|b, und p|a;b,. Also ist ¢,y = anby, mod p, und weil p prim ist
und weder a,, noch b, teilt, teilt p auch a,b,, nicht, also p 1 ¢,im. [

Korollar 12.4 Sei R ein ZPE-Ring, f,g € R[z], f,g # 0. Dann gilt C(fg) = C(f)C(g).

Beweis: Es gilt f = C(f) fund g = C(g)g fiir primitive Polynome f und §. Damit ist
C(fg) =C(C(f)fC(9)g) = C(f)C(g)C(f f3) = C(f)C(g), da nach dem Lemma von Gauf
C(fg) =1 ist. n

BEMERKUNG: In allgemeinen kommutativen Ringen betrachtet man oft den

C(f) = (aOa s 7an))
das von den Koeffizienten von f erzeugte Ideal von R.

BEMERKUNG: Seien R C S Ringe, dann folgt aus der Irreduzibilitidt von f € S[z| in S[z]
nicht die Irreduzibilitdt von f in R[z] und auch nicht umgekehrt.
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BEISPIEL:

e 22+ 1 ist irreduzibel in R[z], aber nicht in C[z]
o 2z + 2 ist irreduzibel in Q[x], aber nicht in Z[z]
Lemma 12.5 Sei R ein Integritétsbereich, ¢ € R, dann gilt
¢ irreduzibel in R[z] <= ¢ irreduzibel in R.

Beweis: In R[z| gilt deg(fg) = deg f + deg g (Integritéitsbereich!). ¢ ist konstant, das heifit
degc = 0 oder degc = —oo. Fiir alle f, g mit fg = ¢ gilt also deg f < 0, degg < 0. Also
gilt auch f, g konstant. [

Lemma 12.6 Sei R ein ZPE-Ring, @ sein Quotientenkorper, f € R[z|, f # 0, und f
primitiv. Dann gilt:

f irreduzibel in R[zx] <= f irreduzibel in Q[z]

Beweis: (=): Es sei f irreduzibel in R[z|. Angenommen, es gibe g, h € Q[z], keine Einhei-
ten, mit f = gh. Es gibt ¢, d € R, sodass cg € R[z] und dh € R]x]. Es folgt cdf = (cg)(dh)
in R[z] und da f primitiv ist C(cdf) = cd. Insgesamt:

cd = C(edf) = C(cg)C(dh)

Durch Herausheben des Inhalts erhédlt man f = f]ﬁ, mit g, h primitiv € R[z| und

cg = C(cg)g, dh = C(dh)h.

Da g, h keine Einheiten in Q[x] sind, sind sie insbesondere nicht konstant, somit sind auch
g, h nicht konstant, also keine Einheiten in R[x]. Somit gilt ¢ = gh in R[z], und g, h sind
keine Einheiten, ein Widerspruch zur Irreduzibilitdt von f in R[z].

(«<): Sei f irreduzibel in Q[x]. Angenommen, es gébe g, h € R[x] mit f = gh. Dann muss
g oder h Einheit in @Q[x] sein, 0.B.d.A. sei g Einheit. Dann ist g € Q \ {0}, degg = 0, und

da auch g € Rlz]| ist, folgt g € R. Aus f = gh folgt g | C(f) (g teilt jeden Koeffizienten
von f). Somit gilt g | 1 in R und daher ist ¢ eine Einheit in R|x]. "

Satz 12.7 Ist R ein ZPE-Ring, dann ist auch R|x] ZPE-Ring.

Beweis:

e Existenz der Zerlegung in irreduzible Elemente:
Wenn ¢ € R C R[x] und ¢ = py ... p,, wobei die p; irreduzibel in R sind, dann sind
sie das auch in Rz].
Sei jetzt deg f > 1. f = C(f)f, wobei f primitiv ist. C(f) lasst sich als Produkt
irreduzibler Elemente schreiben, also geniigt es zu zeigen, dass sich jedes primitive
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Polynom f als Produkt irreduzibler Elemente schreiben lisst.

@ sei der Quotientenkorper. Dann ist Q[z] ein Euklidischer Bereich, also ein ZPE-
Ring. Damit lisst sich f als f = hy...h, mit irreduziblen h; € Q[z] schreiben. Es
gibt weiters a; € R (a; # 0), sodass a;h; = ¢g; € R[z] und primitive §; € R[z] mit
g; = C(g:)g;- Dann ist g; = %hi, und in Q[z] gilt damit §; ~ h;, also ist g; irredu-
zibel in Q[z], weil h; irreduzibel in @Q[x] ist. Weil tiberdies ¢; primitiv ist, ist es auch
irreduzibel in R[z]. )

Esgilt a1...anf =91...9. = C(q1)...C(gn)G1 - - - gn, und weil f und g ... g, pri-
mitiv in R[x] sind, muss a; ...a, = C(g1)...C(g,) in R gelten. Somit existiert eine
Einheit v € R mit C(¢1)...C(g,) = uay . .. a,. Damit ergibt sich

al...anf:ual...ang]...g}l,
also f = (ug1)ga - . . gn, d.h. f hat eine Zerlegung in Irreduzible.

Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Elemente:

Sei f = p1...Png1-- . gm mit konstanten irreduziblen p; € R und irreduziblen Poly-
nomen ¢; mit degg; > 1.

Weil g; irreduzibel ist, ist es auch primitiv (sonst ware C'(g;)g; eine nichttriviale Zer-
legung). Also ist auch ¢; ... g, primitiv.

Daher ist C(f) ~ p1...p,. Wenn weiters f = q;...qxhy ... h mit konstanten ir-
reduziblen ¢; € R und irreduziblen Polynomen h; mit degh; > 1 ist, dann gilt
auch C(f) = q1...qx. Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in R folgt k = n,
und es gibt eine Permutation m € S, mit p; ~ ¢r;). Durch Kiirzen erhilt man
91+ Gm = (uhy)...hy.

g1y Gm,uhy, ..., hy sind irreduzibel in R[z|, und sie sind primitiv, also sind sie
auch irreduzibel in Q[z]|. Aufgrund der Eindeutigkeit der Zerlegung in Q[z] gilt da-
mit m = [, und es gibt eine Permutation o € S, mit g; & h,) in Q[x]. Weil g;, hr(s
jedoch primitiv sind, gilt dies auch in R[z]. "

Korollar 12.8 Sei R ein ZPE-Ring, dann ist R[zy,...,z,| ein ZPE-Ring.

Beweis: Mit Induktion, da R[z1,...,x,] = R[z1, ..., Tn_1][zs]. n

BrISPIEL: Z[z] und K[z, y] (K Korper) sind ZPE-Ringe und wegen Ubung 30 keine Haupt-
idealringe.

BEMERKUNG: Sei R ein ZPE-Ring, @ sein Quotientenkérper und § € @, dann gibt es o/,
V' € R, sodass ggT(a’,t) = 1 und § = ‘;—,, (gekiirzte Darstellung), ndmlich d = ggT(a, b),
a=ad, b="bd.

Lemma 12.9 Sei R ein ZPE-Ring, @ sein Quotientenkérper, f(z) = >_,_,arz® € Rx].
Wenn ¢ € @ mit ggT(c,d) =1 und f(§) =0, dann gilt ¢|ao und d| ay.
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Beweis: Aus )/, akfl—i = 0 ergibt sich durch Multiplikation mit d":
S h_od" Fagct = 0. Damit ist

apd” = —a1cd™t — apPdVE — L — a,c”

Weil ¢ die rechte Seite teilt, muss es auch agd” teilen, weil aber ggT(c,d) = 1 ist, folgt
¢| ap.
Andererseits ist

a,c" = —apd® — ajcd™t — ... —a,_1dc™?

Weil d die rechte Seite teilt, muss es auch a,c" teilen, weil aber ggT(c,d) = 1 ist, folgt
d| ay,. "

Satz 12.10 (Eisensteinsches Irreduzibilitidtskriterium) Sei R ein ZPE-Ring, () sein
Quotientenkdorper. Sei weiters f = Y ,_,axz” € R[z] mit deg f > 1. Wenn es ein irredu-
zibles p € R gibt, sodass p{ a,, p|a; firi =0,...,n—1, und p* { ay, dann ist f irreduzibel
in Q[x].

Beweis: f = C(f)f, f = 31—, a,a*. Wegen p{a, = C(f)d,, gilt p 1 a,, analog p* { aj.
Wegen p 1 a, teilt p auch C(f) nicht, daher gilt wegen p|a; = C(f)a; auch p|a} fiir
i=0,...,n— 1. Wir zeigen nun, dass f in D[z] irreduzibel ist:

Angenommen, es wire f = gh, wobei g, h € Dlx] keine Einheiten sind. Dann ist degg > 1
und degh > 1 (eine Konstante, die f teilt, teilt auch C'(f) = 1).

Sei g = > 1" bpx® mit by, # 0 und h = ZL:O cpx® mit ¢; # 0. BEs gilt m, [ > 1, also auch
m,l <n, weil m+ 1 = n.

p* { af, = boco, aber p| af), daher teilt p genau eines der Elemente by, ¢, 0.B.d.A. p| by, p 1 co.
Sei k minimal, sodass p { by (existiert, weil p nicht alle a teilt). Dann ist 0 < k < 'm < n.
Es ist jedoch a) = bocg + bicg—1 + ... + brcy. Weil p|aj, und p|b; fiir ¢ < k gilt, folgt damit
aber p | bxco, also entweder p | by oder p| ¢y, ein Widerspruch.

Damit ist gezeigt, dass f in Dix] irreduzibel ist; da es primitiv ist, ist es auch irreduzibel
in K[z]; weil zudem f =~ f in K[z], ist f auch irreduzibel in K[z]. "

BEISPIEL: 3z% + 1222 + 18 € Z[z] ist (p = 2) irreduzibel in Q[z] (aber nicht in Z[z]!).

BEMERKUNG: Dieser Satz ermoglicht die Konstruktion von irreduziblen Polynomen belie-
big hohen Grades iiber einem ZPE-Ring wie z.B. Z.

Ubungsbeispiele

Ubung 48: In einem kommutativen Ring R gilt: d ist kgV von a und b genau dann,
wenn

63



Ubung 49: Sei R ein Hauptidealbereich. Dann gilt fiir Ideale 4, B, C' von R
A+(BNC)=(A+B)N(A+C) und AN(B+C)=(ANB)+(ANC)

Ubung 50: Zeigen Sie durch Gegenbeispiele, dafl weder A+(BNC) = (A+B)N(A+C)
noch AN (B+C) = (AN B)+ (ANC) fur Ideale in einem ZPE-Ring gelten muf.

Ubung 51: Sei R ein kommutativer Ring mit der Eigenschaft: zu je zwei verschiedenen
Elementen a,b in R gibt es ein Polynom f € R[z| mit f(a) =1, f(b) = 0. Dann ist R
ein Korper.

Ubung 52: Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie mit Eisenstein, daf f(z) = 1 + = + 2 +

... + 2P~ irreduzibel in Z[z] und Q[z] ist. (Hinweis: 2¥ — 1 = f(z)(z — 1); zeigen Sie
f(z + 1) irreduzibel. Einsetzen von x + 1 fiir z ist Automorphismus von Z[x].)

Ubung 53: Formulieren Sie fiir einen Euklidischen Ring R einen Algorithmus zur
Losung von Kongruenzensystemen x = b; mod a; mit b; € R beliebig, a; € R mit
ggT(a;,a;) =1 fiir ¢ # j, und demonstrieren Sie diesen durch Losung des Systems

z=5 modl5 z=2 modll =3 mod4
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13 Chinesischer Restsatz

In diesem Kapitel sei R ein Ring mit 1, aber nicht notwendigerweise kommutativ.

Definition 13.1 Ideale I, J < R heilen co-mazimal (oder relativ prim), wenn
I'+J=R.

BEMERKUNG: Wir wissen: [ +J = R = I N J = IJ. Mit Induktion folgt fiir Ideale A;,
ie{i...,n}:

Ai+Aj=Rfirallei# j=[)Ai=A-...- A,
=1

Lemma 13.2 Seien A,,..., A, Ideale von R mit A; + A; = R fiir 1 # j, dann gilt
A+ AA;s .. A, = R.

Beweis: Mit Induktion: Fiir n = 2 stimmt die Aussage

n—1-—n:
R:R2:(A1+A2An,1)(A1+An)
:A%+A2...An_1An—|—A1An+A1...An_l
CA+A.. A,
:>R:A1+A2An ]

Satz 13.3 (Chinesischer Restsatz) Sei R ein Ring mit 1 und Ay, ..., A, Ideale von R
mit A; + A; = R fiir ¢ # j. Dann gilt: Gegeben by, ...,b,, € R, dann gibt es b € R, sodass
b=10b; mod A; fiir 1 <¢ < n. Dieses b ist eindeutig modulo ﬂ?zl A;.

Beweis: Fiir alle i gilt A; +ﬂj# Aj=R,daA;+A .. A 1A ... A, = R. Seien ¢; € A,
d; € ﬂ#i A; mit ¢; +d; = b;. Es gilt: d; = b; mod A; und d; =0 mod A; fiir j # i. Setze

b=di+...+d,,
dann b = b; mod A; fiir 1 < ¢ < n. Offensichtlich ist b eindeutig mod ﬂ?zl A;. n
Korollar 13.4 Seien A;,..., A, Ideale von R mit A; + A; = R fiir < # j, dann gilt
Bl oay = B a, xox By

BEMERKUNG: Allgemeiner gilt: Fiir beliebige Ideale Ay, ..., A, ist

¥ R/(Alﬂ...ﬂAn) — R/A1 X ... X R/An definiert durch
pr+Ain...NA,)=0+A,....,T+A,)

ein Ringmonomorphismus. Fiir paarweise relativ prime Ideale liefert der Chinesische Rest-
satz die Surjektivitdt und (;_; A; = A; ... A,.
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Korollar 13.5 Seien A;,..., A, Ideale von R mit A; + A; = R fiir < # j, dann gilt
[R:A;... A =[R:A]...[R: A,

Nun untersuchen wir die Losbarkeit von Kongruenzensystemen x = b; mod A; fiir

1 <i<n,wenn A; + A; # R. In diesem Fall ist nicht jedes System lésbar.

BEISPIEL:

r=2 mod 6 (=2x=0 mod 2)
xr=1 mod 4 (=x=1 mod 2)
ist unlosbar.
BEMERKUNG: Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von

z=b modn

Tz = by mod ng

ist
by =by mod ggT(n,ns).

In beliebigen Ringen mit 1 ist fiir die Losbarkeit von x = b; mod A; (1 < i < n) notwendig:
b =b; mod A; + A, fiiri #j

(wenn b =0; mod A;, b="b; mod A;, dann folgt b; =b=b;, mod A; + A;).

Wir charakterisieren nun jene Ringe, in denen die notwendige Bedingung
bi = bj mod Az + Aj
fiir die Losbarkeit des Systems = = b; mod A; auch hinreichend ist.

Lemma 13.6 Wenn fiir alle Ideale A, B, C' von R gilt (A+B)N(A+C)= A+ (BnC),
dann gilt auch fiir alle Ideale A, A; von R:

n

ﬂ(A+Ai):A+ﬁAi.

i=1

Beweis: durch Induktion [

Satz 13.7 Sei R ein Ring mit 1. Dann sind folgende Aussagen édquivalent:
1.VA,B,C<LR: (A+B)N(A+C)=A+(BNC)
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2. VA;,... Ay QR: Vb, ... b, € Rmit b =b; mod A + A;:

3. (ANB)+(ANC)=ANn(B+C)

Beweis:
(1 = 2): Induktion nach n:

n = 2: Es gelte by — by € A; + As, also by — by = a1 + as, mit a; € A; und ay € A,. Setze
b:=by —a; = by +as. Dann ist b = b; mod a; und b = by, mod as.

n—1 — n: Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ¢, sodass c = b; mod A; fir 1 <i <n-—1.
Esgilt b, =b; =c mod A, + A; fir 1 <i¢<n—1, also

n—1 n—1
c=b, mod m(An+Ai) =A, + U A;.
i=1 i=1

Nach Induktionsvoraussetzung (n = 2) ist

n—1
z=c¢ mod m A;
i=1
r=b, mod A,
l6sbar. Sei b € R eine Losung des obigen Systems, dann gilt b = b; fiir 1 <i < n.

2=3):(ANB)+(ANC)CAN(B+C) gilt in jedem Ring, zu zeigen bleibt also noch
AN(B+C)C(ANB)+(ANnQO).

Seien a € A, b € B, ¢ € C gegeben mit a = b+ ¢. Wir suchen ¥ € AN Bund ¢ € ANC,
sodass a = b’ + /. Nach 2. ist folgendes Kongruenzensystem losbar:

z=0 mod A z=b mod B zr=b modC

b=0 mod A+ B,b=0 mod A+C,dab=a—ce A+ C). Sei V eine Losung des
Systems, d.h. ¥ =0 mod A und ¥ = b mod B N C. Dann gilt a = b’ + (a — V'), wobei
VeANBunda—-b e ANC,daa, b e Aunda—b =a—b=c=0 mod C.
(3=1):
(A+B)N(A+C)=(A+B)NA)+((A+B)nC) =
=A+(A+B)NC)=A+((AnC)+(BNC))=A+(BnC)

BEMERKUNG: In Hauptidealringen gilt (A + B) N (A + C) = A+ (Bn C) (Ubung).
Insbesondere gilt also der Chinesische Restsatz fiir nicht relativ prime Ideale fiir Z und fiir
K|z] (K Korper).

Allgemein heiflen Ringe mit obiger Eigenschaft arithmetische Ringe, das heifit ein Ring R
ist arithmetisch genau dann, wenn der Idealverband von R distributiv ist.
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Definition 13.8 Ein Verband (lattice) ist eine Menge mit Ordnungsrelation (X, <), in der
es zu je zwei Elementen a, b € X ein Supremum und ein Infimum gibt. (¢ heiit Supremum
von a und b, wenn ¢ > a, c>bundVd € X : (d>aANd>b= d>c). uheiit Infimum
von ¢ und b, wenn u < a, u <bundvVd € X : (d<aANd<b=d<u))

BEMERKUNG: Wegen der Antisymmetrie von < sind sup und inf, wenn sie existieren,
eindeutig. Man schreibt a A b fiir inf(a, b) (,meet*) und a V b fir sup(a, b) (,,join®).

BEISPIEL: Ideale eines Ringes, Untergruppen einer Gruppe, Normalteiler einer Gruppe bil-
den jeweils einen Verband: Die Ordnungsrelation ist C (Inklusion), A = N (Durchschnitt),
V ist Erzeugnis (die von A U B erzeugte Struktur).

e beildealen: INJ=INJ, IVJ=1+J

e bei Untergruppen: HAK =HNK, HVK = (HUK)

e bei Normalteilern (multiplikativ): NAM =NNM, NVM=NM
((NUM) = NM < NM = MN)

Diese Verbénde sind sogar vollstindig.
Definition 13.9 Ein Verband (X, <) heifit vollstindig, wenn
VY C X : dsupY und Jinf Y

(s heift supY, wenn Vy € Y : s>yundVvVde X: (VyeY: d>y)=d>s),
inf analog mit <, statt >.)

Eine dquivalente Art, Verbéande zu definieren, ist die folgende:

Definition 13.10 (X, A, V) heifit Verband, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

V1) aANb=bAa, aVb=>bVa (Kommutativitéit)

)
V2) aAN(bAc)=(aANb)ANe, aV(bVe)=(aVb)Vc (Assoziativitit)
V3) aha=a, aVa=a

)

V4) (aAb)Va=a, (aVb)ANa=a

Diese beiden Definitionen sind dquivalent: Wenn (X, <) eine geordnete Menge mit
sup(a,b) =: a vV b und inf(a,b) =: a A b ist, dann erfiillen A, V die Axiome V1-V4.

Wenn (X, A, V) die Axiome V1-V4 erfiillt, dann gilt a Ab = a < a Vb = b. Wenn man
definiert:
a<b:=aAb=a (oder dquivalent a V b = b),
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dann erhélt man eine Ordnungsrelation und es gilt: a V b = sup(a, b), a A b = inf(a, b).

Wenn man von einer geordneten Menge mit sup und inf ausgeht und durch A und V wie
oben < definiert, bekommt man wieder die urspriingliche Ordnungsrelation zuriick.

Definition 13.11 Ein Verband (X, A, V) heiit distributiv, wenn
Va,bce X : aN(bVe)=(aANb)V(aNc),

oder, aquivalent
Va,bce X : aVvV(bAc)=(aVD)A(aVec).

Beweis (der Aquivalenz):
Va,b,ce X : aN(bVec)=(aAb)V(aNc)=Va,bjce X: aV(bAc)=(aVD)A(aVc)
zeigt man wie (3 = 1) in Satz 13.7:

(aVb)AN(ave)=((avb) ANa)V((aVb) Ac)=aV ((aVb) Ac)=
aV((ane)V(bAc)=(aV(aAnc)V(bAc)=((anc)Va)V(bAc)=aV (bAc)

Va,b,ce X : aV (bAc)=(aVb)A(aVec)=Vabjce X: aN(bVc)=(aANb)V(aAc)
bekommt man durch Dualisierung: Da die Verbandsaxiome symmetrisch in A, V sind, kann
man, wenn man eine Aussage iiber A, V rein aus den Verbandsaxiomen hergeleitet hat,
auch A, V vertauschen und erhélt wieder eine giiltige Aussage. [

BEMERKUNG: In verbandstheoretischen Worten lautet die Aussage aus Satz 13.7 iiber
den Chinesischen Restsatz wie folgt: Genau fiir jene Ringe, deren Idealverband distributiv
ist, ist die notwendige Bedingung b; = b; mod A; + A; immer auch hinreichend fiir die
Losbarkeit des Kongruenzensystems x = b; mod A; (1 <i <n).

Ubungsbeispiele

Ubung 54: Sei K ein Kérper und a, b, ¢, d € K mit ad—be # 0. Dann ist das Einsetzen

von zzis fir  ein Automorphismus von K(z). Man bekommt alle Automorphismen

dieser Form, wenn man sich auf a,b,c,d € K mit ad — bc = 1 beschrinkt.

Ubung 55: Zeigen Sie, dass in einem Verband (definiert als (X, A, V), soda8 die Axiome
V1-V4 erfiillt sind) gilt
aNb=a <= aVb=0.

Ubung 56: Ein Verband heifit modular, wenn gilt
a>b=aN(bVc)=bV(aNc).

Zeigen Sie, dafl der Normalteilerverband einer Gruppe G modular ist. Hinweis: der von
Normalteilern A, B erzeugte Normalteiler ist AB = {ab| a € A, b € B}.
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Ubung 57: Sei K ein Korper und ¢: K — K ein Automorphismus. Dann ist die
Menge der Fixpunkte von ¢, F' = {a € K | p(a) = a}, ein Korper.

Ubung 58: Sei R ein ZPE-Ring mit Quotientenkérper K, und f,g,h € K[z] drei
normierte Polynome (d.h. Leitkoeffizient jeweils 1), soda8 f = g - h. Zeigen Sie: wenn

f € Rjz], dann auch g, h € R|z].

Ubung 59:

(7) Sei (X, A,V) eine Menge mit zwei 2-wertigen Operationen, die V1-V4 erfiillen.
Dann ist
a<b:<—= aANb=ua

eine Ordnungsrelation auf X, beziiglich derer je zwei Elemente sup und inf haben,
namlich sup(a,b) = a V b und inf(a,b) = a A b.

(17) Sei (X, <) eine geordnete Menge, in der je zwei Elemente sup und inf haben, dann
erfilllen a A b := inf(a,b) und a V b := sup(a, b) die Bedingungen V1-V4.

Ubung 60: Die vorhergehenden Beispiele zeigen, wie man aus (X, A, V) mit V1-V4 eine
Ordnungsrelation auf X mit sup und inf konstruiert und umgekehrt. Zeigen Sie: wenn
man diese Konstruktion zuerst in die eine Richtung und dann in die andere Richtung
ausfithrt, dann bekommt man die urspriingliche Struktur zuriick, sowohl wenn man von
(X, A, V) ausgeht, als auch, wenn man von (X, <) ausgeht.
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14 Direkte Summen und Produkte von Gruppen

Definition 14.1 (Direktes Produkt) Sei [ eine nichtleere Menge und fiir jedes i € [
eine Gruppe G; gegeben. Das direkte Produkt der G; ist

Die Elemente von [[,.; G; schreibt man als (g;)ic; mit g; € G;. Mit der Operation kompo-
nentenweise Addition (bzw. Multiplikation) ist [],.; G eine Gruppe:

(9i)ier + (hi)ier = (9i + hi)ier (Gruppenoperation von G; in i-ter Komponente)
Das neutrale Element von [[,.; G; ist (0g, )ies - Das inverse Element zu (g;)ier ist (—g;)ier-
Analoges gilt fiir multiplikative Notation.

Definition 14.2 Sei G; eine Gruppe fiir i € I, []..; G; das direkte Produkt. Fir j € [

heifit

i€l
py: []Gi = G5 mit pi((9)ier) = g5
iel
die Projektion auf den j-ten Faktor G; und

g =]

g G — HGi mit £5(g) = (g:)ier, wobei g; = {eGi LF ]

iel
die Einbettung des j-ten Faktors G; in [[,.; Gi.

Proposition 14.3 p; ist ein Gruppenepimorphismus, €; ist ein Gruppenmonomorphismus.
G = {(9i)ier | 9i = eq, fiir i # j} = Ime; ~ G ist ein Normalteiler von [[,.; Gi.

Beweis: als Ubung. n

Satz 14.4 (Universelle Eigenschaft des direkten Produkts) Fiir i € I sei G; eine
Gruppe, P =[],.; G;, p; - P — G; die Projektion auf den j-ten Faktor. Dann gilt:

Fiir alle Gruppen H und alle Mengen {f; : H — G;|i € I} von Gruppenhomomorphismen
gibt es genau einen Homomorphismus f : H — P mitVj € I pjo f = f;, d.h. das folgende
Diagramm kommutiert:

H TG

I
pj
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Beweis: p;(f(h)) = fj(h) Vi = f(h) = (fi(h))ier, also kann es hochstens einen solchen
Homomorphismus geben, ndamlich f : H — P definiert durch f(h) = (f;(h))ic;. Dann gilt
tatséchlich fiir alle j: p;(f(h)) = p;((fi(h))icr) = f;(h). Es bleibt noch zu zeigen, dass f

ein Homomorphismus ist:

f(hk) = (fi(hk))ier = (fi(h) fi(k))ier = (fi(h))ier(fi(K))ier = f(h)f(k)

Definition 14.5 (Direkte Summe) Sei I # () eine Menge und fiir jedes i € I eine
Gruppe G; gegeben. Die direkte Summe der Gy, Y .., G; (oder @,.; G;), ist

{(ai)icr |a; € G; fiir i € I A nur fiir endlich viele i € I ist a; # eg, }
mit der komponentenweisen Multiplikation (a;)er - (b;)icr = (a;b;)ier-
Sie kann als Untergruppe von [[,.; G; aufgefasst werden:

Z G; = {(a;)ier € H G | fiir hochstens endlich viele i € I ist a; # eg, }
el el

Definition 14.6 Sei G; eine Gruppe fir i € I, >
heif3t

se1 Gi die direkte Summe. Fiir j € [

P ZGi — G mit p;((gi)ier) = g
i€l

die Projektion auf den j-ten Summanden G; und

1=
€ Gj — ZGl mit 5]’(9) = (gi)ie[, wobel g; = 9 ) ‘7
iel g, 1 #J

die Finbettung des j-ten Summanden G in ), ., G

Proposition 14.7 p; ist ein Gruppenepimorphismus, ¢; ist ein Gruppenmonomorphis—
mus. G; = {(gl)le[|gZ = eg, firi # j} = Ime; ~ Gj ist ein Normalteiler von >

Zie] Gi = <U]61G ) und Vj G N <U]el ij Gj) = {e}.

zEI

Beweis: als Ubung. [

Satz 14.8 (Universelle Eigenschaft der direkten Summe) Sei I # () eine Menge
und fiir i € I sei (G;,+) eine Gruppe. Dann gilt fiir alle kommutativen Gruppen (K, +)
und alle Mengen {f; : G; — K|i € I} von Gruppenhomomorphismen, dass es genau
einen Homomorphismus f : ) . ;G; — K mitVj € I foe; = f; gibt, d.h. das folgende
Diagramm kommutiert:

el
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> Gi

BEMERKUNG: Fiir (g;)icr € > _,c; Gi sei Supp((9i)ier) := {7 € I | g; # 0} der Trdger von
(9i)ier-

Konvention: Die Summe einer leeren Menge von Elementen einer kommutativen Gruppe
sei das Null-Element.

Beweis: Sei g = (gi)ier und {iy,...,4,} derart, dass g; = 0 fiir alle ¢ & {iy,...,7,} ist.
Dann ist g = €;,(gi,) + - .. + €1, (9, ), und es muss daher gelten:

f(9) = flei(9i) + -+ flei(9i,)) = fir(90) + - + fir(9in)

Also gibt es hochstens einen solchen Homomorphismus, namlich f : >°.., G; — K mit
f((gi)ier) = fi(gi) + .. + fin(gi,) fix {ir,....in} = Suppg (und f(0) = 0). Weil K
kommutativ ist, kommt es dabei nicht auf die Reihenfolge der Summanden an, f ist daher
jedenfalls wohldefiniert. Es bleibt jedoch zu zeigen, dass f ein Homomorphismus ist:

Seien dazu g = (gi)ier und h = (h;);er gegeben und {iy,...,7,} = (Suppg) U (Supp h).

f((gi)ier + (hi)ier) = f((gi + hi)ier)
= fi(giy + i)+ ..o+ fi, (gi, + hi,)
= fir(giy) + fir (i ) oot fin(Gin) + fir (hiy)
R (g0) o o (90) + o (Ba) o f ()
= f (gz)zel) + f(( z)ze[) u

BEMERKUNG: In Y, G; gilt fiir alle i € I, dass G; = ,(G;) = {(gi)ier | Yk # i gp = 0}
ein Normalteiler. Ausserdem gilt fiir alle k € I: G, N (U, ik G;) = {0} und ¥, G; wird

erzeugt von | J,;

Satz 14.9 (Innere direkte Summe) Sei (G,+) eine Gruppe, I # () eine Menge und fiir
1 € I sei N; < G. Wenn die Bedingungen

1. Viel N; <G
2. v] el Nj N <U16127é] > - {0}
3. G = (Uer Ni)
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gleichzeitig gelten, dann gilt

(a) Fiir g; € N;, g; € N; mit i # j ist g; + g; = g; + ¢;-

(b) Jedes g € G hat eine Darstellung g = g;, + ... + ¢;, mit g;, € N;, und i # i, fiir
k+#3j.
(c) Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge und eventuell eingefiigte Summanden
gi; = 0 eindeutig.
AuBerdem ist dann ) .., N; ~ G, wobei ¢ : > .., Ny — G mit ¢((g:)icr) = Gi, +--- + i,
(dabei ist {i,...,i,} = {i € I'|g; # 0} =: Suppg) der Isomorphismus ist.

Beweis:

(a) Nach 1. und 2. sind N; und N; Normalteiler mit trivialem Durchschnitt und kommu-
tieren daher elementweise.

(b) Wegen 3. hat jedes g € G eine Darstellung der Form ¢ = ¢;, + ... + g;,, wobei die
ir, aber nicht notwendigerweise verschieden sein miissen. Wegen (a) kann man die g;,
aber so vertauschen, dass alle g;, aus demselben N; nebeneinanderstehen. Dann kann
man sie zu einem Element zusammenfassen.

(c) Angenommen, es sei g, + ...+ g;, = g;, + ...+ g;, mit gi;,g; € N;;, wobei die
paarweise verschieden seien (gegebenenfalls stellt man geeignet um und fiigt Nullen
ein, um links und rechts Elemente derselben Gruppen stehen zu haben). Dann folgt:

g A =Gyt~ —g, €N M)
i€l i
Wegen 2. muss daher —g; + g;, = 0, also g;, = g;,, sein. Nun kann man auf beiden
Seiten kiirzen und erhélt induktiv, dass ggj = gy, fiir alle j ist.

Sei nun ¢ wie oben definiert, wobei ¢(0) = 0 gesetzt wird. Dann ist ¢ wegen (b) und (c)
bijektiv. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ ein Homomorphismus ist:

Zunichst sei bemerkt, dass fiir ein Element (g;)ic; € D _,; IV; und eine beliebige endliche
Menge {j1,...,jm}, die Supp g enthélt, auch ©((gi)icr) = gj, + ...+ g;,. ist, daja g;, =0
fiir ein j; & Supp g ist.

Seien nun (g;)ier, (hi)ier zwei Elemente von ), N; und K = {ki,... ,kn} =: (Suppg) U
(Supp h). Dann ist jedenfalls fiir alle i € I \ K ¢; + h; = 0, d.h. i & Supp(g + h), also
Supp(g + h) C K. Es folgt:

©((gi)ier + (hi)ier) = ©((gi + hi)ier)
= (Gry +Py) + o+ (G + Py

= gk1++gkm+hk1++hkm
©((9i)ier) + o((hi)ier)

—
*
~
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Man beachte, dass gx, und hy, nicht kommutieren miissen, der Schritt (x) ist also keineswegs
trivial. Man kann dennoch leicht von der einen auf die Darstellung kommen: hinter jedem
hy, stehen nur Elemente aus den Gruppen NV; mit ¢ > k;, daher kann man der Reihe nach
alle hy, durch geeignete Vertauschungen nach hinten verschieben, bis alle g, vor allen hy,
stehen. [
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15 Freie Abelsche Gruppen

BEMERKUNG: Im folgenden werden alle Gruppen Abelsch (kommutativ) sein und additiv
geschrieben werden.

Definition 15.1 Eine Teilmenge X einer kommutativen Gruppe A heifit Basis von A,
wenn gilt:

e (X) = A (X ist Erzeugendensystem von A)

e Fiir alle paarweise verschiedenen zq,...,z, € X und alle ky,...,k, € Z gilt: aus

kixy + ...+ kyz, = 0 folgt Vi : k; = 0 (X ist Z-linear unabhéngige Menge)

Eine Abelsche Gruppe, die eine Basis besitzt, heifit freie Abelsche Gruppe.

BEMERKUNG: Nicht jede Abelsche Gruppe ist frei. Eine endliche Gruppe G kann z.B.
nicht einmal eine 1-elementige Z-linear unaghéngige Teilmenge haben, weil fiir jedes x € G

gilt: 3k € Z: k # 0 und kx = 0.

Also sind endliche Gruppen # {0} nicht frei Abelsch. {0} gilt als frei Abelsch mit @ als
Basis.

Auch (Q,+) und (R, +) sind keine freien Abelschen Gruppen.

Satz 15.2 Sei A eine kommutative Gruppe. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

e A hat eine Basis X = {x;|i € I} # (.
o A ist innere direkte Summe der unendlichen zyklischen Untergruppen (z;).

® > .c;Z ~ A mit einem Isomorphismus ¢ : ), ; Z — A, der ¢(e;) = x; erfiillt. Dabei
1 i=j
ist e; = (k;);cr mit k; = .
( J)JEI J {0 i
Beweis:

e (1. = 2.): Da X Z-linear unabhéngig ist, gilt Vo € X, k € Z ka =0 = k = 0,
daher ist (z) unendlich. Wegen der Kommutativitiat von A ist (z) fiir alle z € X ein
Normalteiler, und es gilt A = (|J,cx(®)), da A = (X).

Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir alle i € I (z;) N (U, (z;)) = {0} gilt. Sei dazu
a € (z;) N (U;(x;)). Dann gibt es ji,....jm € I\ {1} und ki,... . kp,l € Z mit
a=lx;=kz; + ...+ kyxj,. Es folgt

k;lle—l—...—l—kmxjm—lxi:0:>kr:0,l:0:>a:0
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e (2. = 3.): Wir definieren ¢ : Y., Z — A durch ¢((k;)ier) = ki @i, + ... + ki, @i,
wobei {iy,...,i,} = {i € I|k; # 0}. Dann ist ¢ surjektiv, weil X C Imp < A gilt.
@ ist injektiv, weil X Z-linear unabhéngig ist und somit

kill’il + ...+ kinxin = lzjxil + ...+ linxin
= (ki — bz + ..+ (ki — b, )z, =0
= kij = lij

gilt. ¢ ist ein Homomorphismus, weil A kommutativ ist und somit

kilxil + ...+ kznxzn + li1xi1 + ...+ linxin
= o((k)ier) + o((li)ier)

folgt.

e (3. = 1.): Wir zeigen dazu, dass (e;);cs eine Basis von )., Z ist: wenn (k;);e; ein
Element von ), Z ist, dann ldsst es sich als (k;)ie; = kijeq; + ... + ki, e;, mit
{i1,... i} = {i € I'|k; # 0} schreiben. Also ist (e;);c; ein Erzeugendensystem.

Ist andererseits k;, e;, +. ..+ k;, e;, = 0, wobei die i; paarweise verschieden sind, dann
- {k; i=i; € {ir,... in}

0 sonst

also [; = 0 Vi und in weiterer Folge k;;, = 0 Vj. Also ist (e;)ie; auch Z-linear un-
abhéngig. [

Satz 15.3 Sei A eine freie Abelsche Gruppe mit Basis X. Dann gibt es fiir alle Abelschen
Gruppen B und alle Funktionen f : X — B genau einen Gruppenhomomorphismus
f:A— Bmit flx = f (bzw. foinclx..a = f).

Beweis: Da X ein Erzeugendensystem von A ist, folgt fiir zwei Gruppenhomomorphismen
f,g mit f|x = g|x auch, dass f = g auf ganz A gilt. Also gibt es hochstens einen solchen
Gruppenhomomorphismus.

Sei andererseits f durch

f(hrxy, + .o+ kpwy,) = ko f () + oo+ R f(24,)

gegeben. Dann ist f wohldefiniert, weil jedes © € A genau eine Darstellung der Form
kyz;, + ... + kyz;, hat. Die Tatsache 7| x = f ist unmittelbar ersichtlich, und dass es
sich um einen Gruppenhomomorphismus handelt, ldsst sich leicht nachpriifen. Also gibt es
tatsdchlich einen eindeutigen Homomorphismus, der die Bedingungen erfiillt. [
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Satz 15.4 Die Kardinalitit einer Basis einer freien Abelschen Gruppe ist eindeutig: Fiir
Basen X, Y gilt: | X| =Y.

Beweis: Wir unterscheiden die folgenden beiden Fiélle:

1. Es gibt eine endliche Basis X C A. In diesem Fall betrachten wir
Hom(A,Zy) = {f : A — Z| f ist Gruppenhomomorphismus}.

Nach vorigem Satz gibt es eine Bijektion ¢ : ?? — Hom(A, Zy), der jeder Funktion
f X — Zy einen Homomorphismus ¢(f) = f zuordnet. Also ist

| Hom(A, Zy)| = 25| = 2%,

Fiir jede weitere Basis Y muss ebenso |Hom(A,Z,)| = 2V! gelten. Es folgt dann
2 = oM = | X| = |Y].

2. Alle Basen sind unendlich. In diesem Fall zeigen wir, dass fiir jede unendliche Basis
X |X| = |A] gilt. Dabei ist | X| < |A]| klar, weil X C A ist.
Fiir z € X gilt [(z)| = |Z] = R. Sei nun S = J,, oy X™ und fiir s = (21,...,2,) € S

As={(x1,...,2p) = (1) D ... ® (1) 2 ZD...OZL

Dann ist |Ay| = |Z"| = 8y und A = [J,.4 As, also [A] < [S]- Ry, Weil | X" = | X] fiir
unendliches X gilt, folgt weiters |S| < |N| - |X| = |X| und damit

A < [S]-Ro < [X]-Ro = [X]
(|X|-Ro = | X], falls X unendlich ist). n

BEMERKUNG: Seien A, x unendliche Kardinalzahlen. Dann gilt A + £ = max(\, k) und
A -k =max(\, k). Wenn also x unendlich ist (d.h. K > ¥y), dann & - Xy = k und
K'=K-...-K=K.

Definition 15.5 Sei A eine freie Abelsche Gruppe und X eine Basis von A. Dann heifit
| X| der Rang von A.

Satz 15.6 Sei G eine Abelsche Gruppe mit Erzeugendensystem X C G und F eine freie
Abelsche Gruppe vom Rang | X|. Dann gibt es einen Gruppenepimorphismus ¢ : F' — G.

Insbesondere ist jede endlich erzeugte Abelsche Gruppe homomorphes Bild einer freien
Abelschen Gruppe von endlichem Rang.

Beweis: Sei F' frei Abelsch mit Basis X', | X'| = |X]|. Sei ¢ : X' — X, ¢(2/) = x eine
Bijektion, dann kann v zu einem Gruppenepimorphismus ¢ : ' — G fortgesetzt werden.
(surjektiv, weil X C Imp < G und (X) = G) =

Korollar 15.7 Jede endlich erzeugte Abelsche Gruppe G ist isomorph zu F / I > wobei
F frei Abelsch von endlichem Rang und H < F.

78



Ubungsbeispiele

Ubung 61: (Qt,-) ist isomorph zu einer direkten Summe von abzihlbar unendlich
vielen Kopien von (Z,+) und daher frei Abelsch. (Q* ={x € Q | z > 0})

Ubung 62: (Q, +) ist nicht frei Abelsch. Hinweis: je zwei Elemente Z-linear abhingig,
und (Q, +) nicht isomorph zu (Z, +).

Ubung 63: (R, +) ist nicht frei Abelsch. Hinweis: Eine Basis als freie Abelsche Gruppe
wére auch Basis von R als Q-Vektorraum, und wegen Eindeutigkeit der Koeffizienten
dann aber kein Erzeugendensystem von (R, +) als Abelscher Gruppe.

Ubung 64: Sei R ein Hauptidealring und a,b € R mit ggT(a,b) = d. Zeigen Sie, dass
man jede Matrix <z i) durch Multiplikation von rechts mit einer Matrix C' € SLy(R)

auf die Form (il 2) bringen kann.

Ubung 65: Eine Elementarmatrix (iiber R) ist eine Matrix der Form FEj; = I + Mejj,
wobei I die Einheitsmatrix ist, A € R, ¢ # j und e;; die Matrix, die an der Stelle (3, j)
die Eintragung 1 hat und sonst nur 0.

Zeigen Sie
(1) Eij(N)Eij(p) = Eig(A + p)

und daher E;;(\)~' = E;;(—\). (Die Relationen (7) — (éi7) in diesem und dem folgenden
Beispiel heissen Steinberg-Relationen.)

Ubung 66: Mit [z,y] bezeichnen wir den Kommutator von x und y, d.h. [z,y] =
xyx~ty~t. Zeigen Sie

(1) [Ey(A), Eju(p)] = Ew(Ap) fir @ # k,
(22i) [Ey(A), Ew(p)] =1, wenn j # 1, i # k.

Hinweis: e;jej = e und e;;el = 0 fiir j # k.
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16 Matrixumformungen mit Elementaroperationen

Definition 16.1 Sei R ein Ring und A € M, «,,(R). Eine elementare Zeilenoperation ist
das Addieren des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile von A fiir ¢ # j und A € R.

Analog ist eine elementare Spaltenoperation das Addieren des A-fachen der j-ten Spalte
zur i-ten Spalte von A fiir ¢ # j und A € R.

Definition 16.2 FEine FElementarmatriz iiber R ist eine Matrix, die sich von der Einheits-
matrix nur durch eine Eintragung A € R an einer Stelle (i,j) mit i # j unterscheidet.
Ei;(N) (i # j) ist die Elementarmatrix mit Eintrag A in Zeile i, Spalte j, Eintrdgen 1 in
der Diagonale und sonst 0.

1, wenn k=1

El]()\>kl = )\, wenn k = 7/-, l :j

0, sonst

BEMERKUNG: Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile entspricht einer Mul-
tiplikation von A mit der Matrix E;;(A) von links (A — E;;(\) - A).

Addition des A-fachen der j-ten Spalte zur i-ten Spalte entspricht einer Multiplikation von
A mit der Matrix Ej;(\) von rechts (A — A- E;;()\)).

Lemma 16.3 Sei A € M,,»,,(R). Eine Vertauschung der Zeilen i und j von A mit an-
schlieBender Multiplikation einer der beiden Zeilen mit (—1) ist durch elementare Zeile-
numformungen erreichbar. Analoges gilt auch fiir Spalten.

Beweis: Folgende Zeilenoperationen fithren zum gewiinschten Ergebnis:

o Addiere i-te Zeile zur j-ten Zeile.
e Addiere das (—1)-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile.

e Addiere i-te Zeile zur j-ten Zeile.

Analog fiir Spalten. ]

Lemma 16.4 Sei A eine n x m-Matrix mit Eintragungen in einem Euklidischen Ring
R. Durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen kann A auf eine Form A’ = (a;;)
gebracht werden, wobei af; alle Eintragungen von A’ teilt.

Beweis: O.B.d.A. darf angenommen werden, dass A nicht die Nullmatrix ist (andernfalls
erfiillt A bereits die Bedingung). Dann lisst sich durch elementare Zeilen- und Spaltenum-
formungen ay; # 0 erreichen. Wir behaupten nun, dass wir A auf eine Form B = (b;;)
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mit p(b11) < p(ai;) bringen konnen, wenn aj; noch nicht alle Eintrige teilt. Ist diese Be-
hauptung gezeigt, dann folgt das Gewiinschte, denn da die Folge p(a11) > p(b11) > ... nur
endlich sein kann, bricht diese Umformungskette nach endlich vielen Schritten ab, sodass
dann a); tatsdchlich alle Eintrige teilt.

Der Beweis dieser Behauptung erfolgt in zwei Schritten:

1. Falls aj; nicht alle Eintragungen der ersten Zeile und der ersten Spalte teilt (0.B.d.A.
sei ersteres der Fall), dann gibt es ein j, sodass ay; 1 a1;. Wir kénnen eine Division
mit Rest durchfithren: ay; = ga; + v mit r # 0 und p(r) < p(ai1). Wir ziehen nun
das g-fache der ersten Spalte von der j-ten Spalte ab. Dann steht r in der Position
(1,7) und lasst sich durch Vertauschung in die erste Spalte bringen. Wir erhalten ein

B mit p(bi1) = p(r) < plan).

2. Falls a;; alle Eintragungen der ersten Zeile und der ersten Spalte teilt, kann man
derart elementare Zeilen- und Spaltenumformungen machen, dass in der ersten Zeile
und Spalte auler a;; nur noch Nullen stehen. Wir erhalten eine Matrix B, in der
a1 genau dann b;; teilt, wenn aq; a;; teilt (bei allen Umformungen wurden stets nur
Vielfache von a;; abgezogen). An zumindest einer Stelle muss daher ein b;; stehen,
das von aq; nicht geteilt wird. Durch Addition der i-ten Zeile zur ersten Zeile kann
man diesen Eintrag in die erste Zeile bringen, wobei an der Stelle (1, 1) weiterhin ay;
steht. Damit haben wir das Problem auf den ersten Fall zuriickgefiihrt. ]

Satz 16.5 Sei A eine n x m-Matrix iiber einem Euklidischen Ring R. Dann kann A durch
elementare Zeilen- und Spaltenumformungen auf Diagonalform B = diag(by, ..., bg)
(k = min(n, m)) gebracht werden, sodass by | by | ... | b.

Beweis: Wir fithren eine Induktion nach max(m,n) durch: falls max(m,n) = 1 ist, hat die
Matrix bereits die gewiinschte Form. Andernfalls sei A eine Matrix mit max(m,n) > 1.
Durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen kann man A auf die Form A’ = (aj;)
mit ay, | aj; fiir alle 4,7 bringen (nach dem vorigen Lemma). Dann ist a}; = g;aj; und
aj = rjay. Fir alle j > 1 zieht man nun das g;-fache der ersten Spalte von der j-ten
Spalte und das r;-fache der ersten Zeile von der j-ten Zeile ab. Dadurch werden in der
ersten Zeile und in der ersten Spalte alle Eintrage aufler dem ersten zu 0.

Wir erhalten eine Matrix B mit by = af; als einzigem Element # 0 in der ersten Zeile
bzw. Spalte. Alle {ibrigen Eintriige haben die Form b;; = a;; — g;a}; = a;; — gjray; und
sind daher durch a}; = b1y teilbar. Wenn man nun also die erste Zeile und Spalte von B
weglésst, so kann man auf die verbliebene Matrix C' die Induktionsvoraussetzung anwenden:
C' kann durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen auf Diagonalgestalt diag(cy, ..., ¢)
mit ¢ |ca| ... | ¢ gebracht werden, wobei diese Operationen auch gleich auf ganz B ange-
wandt werden konnen. Sie &ndern auch nichts an der Tatsache, dass by; alle Eintrédge von
C' teilt. Man erhilt daher wie gewiinscht eine Matrix der Gestalt diag(biy,c1,...,¢) mit

b11|61|...|Cl. ™
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17 Struktur endlich erzeugter Abelscher Gruppen

Lemma 17.1 Sei (M, +) eine Abelsche Gruppe, M’ eine Untergruppe. Wenn sowohl M’
als auch M/M’" die Eigenschaft haben, dass jede Untergruppe endlich erzeugt ist, dann hat
auch M diese Eigenschaft.

Beweis: Sei N < M. Dann ist N N M’ endlich erzeugt durch gewisse nq,...,n, € NN M,
und auch N = (N + M')/M’ ist endlich erzeugt durch gewisse {; + M’,... I, + M’ mit
li,...,l; € N.

li,...,l;ny,...,ns erzeugen dann N: sei dazu g € N. Dann ist g + M’ = r(l4 + M') +
oo+l + M) fiir gewisse 11, ...,y € Z. Damit lésst sich ¢ in der Form

g=nrili+...+rd, +m

mit einem m’ € M’ (das auch in N liegen muss, da g,ly,...,[; in N liegen) darstellen. Es
gibt daher kq,..., ks € Z, sodass m' = kyny + ... + kyng. Es folgt

g:r111+...+rtlt+k1n1—|—...—i—ksns

Satz 17.2 Jede Untergruppe einer endlich erzeugten Abelschen Gruppe ist endlich er-
zeugt.

Beweis: Sei M erzeugt durch my, ..., m;. Wir fithren eine Induktion nach ¢ durch:

e Fiir ¢t = 1 ist M zyklisch. Wir wissen bereits, dass dann jede Untergruppe auch
zyklisch ist.

e Die Behauptung gelte fiir alle Gruppen mit ¢t — 1 Erzeugern. Sei nun M’ = (my).
Dann wird M/M’ von den ¢t — 1 Elementen m; + M’ (i = 1,...,t — 1) erzeugt. Nach
Induktionsvoraussetzung ist jede Untergruppe von M’ und jede Untergruppe von
M /M’ endlich erzeugt. Nach dem vorigen Lemma ist somit jede Untergruppe von M
endlich erzeugt. [

Lemma 17.3 Seien (F,+) eine Abelsche Gruppe und vy,...,v, € F. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(i) Selen 1 < 4,5 < n, i # jund A € Z. Wenn w; = v; + Avy; und wy, = vy, fiir k # j

definiert werden, dann erzeugen vy, ..., v, und wy,...,w, dieselbe Untergruppe von
F.

(ii) Wenn wy, ..., w, und vy, ..., v, wie oben gewéhlt werden, dann sind wy, . .., w, genau
dann Z-linear unabhéngig, wenn vy, ..., v, Z-linear unabhéngig sind.
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(iii) Insbesondere gilt: wy, ..., w, sind genau dann eine Basis von F', wenn vy, ..., v, eine
Basis von F’ sind.

Beweis: als Ubung. [

Lemma 17.4 Sei (F,+) eine freie Abelsche Gruppe mit Basis ey, ..., e,, und wy, ..., w,, € F.
Wenn A € M,,«n(Z) jene Matrix ist, deren k-te Zeile die Koeffizienten von wy, zur Basis
€1,...,e, enthalt, d.h. wy = agie; + ... + agpe,, dann gilt:

!/

(i) A-Ej;(X)ist jene Matrix, deren k-te Zeile die Koeffizienten von wy, zur Basis €}, .. . , e},

mit e; = e; — Ae; und ¢ = ¢; (I # j) enthilt.
(ii) Eij(N)-Aist jene Matrix, deren k-te Zeile die Koeffizienten von wj, zur Basis ey, ..., e,
mit w, = w; + Aw; und w; = w; (I # i) enthalt.

Beweis: als Ubung. n

Satz 17.5 Sei (F,+) eine freie Abelsche Gruppe vom Rang n, G eine Untergruppe. Dann
existieren eine Basis ey,...,e, von F und dy,...,d, € Ny mit dy| ... |d,, sodass G =
(dyeq, ... ,dyen). Insbesondere ist G eine freie Abelsche Gruppe mit Basis dyey, . .., dgey,
wobei dy, der letzte Wert # 0 ist.

Beweis: G ist als Untergruppe einer endlich erzeugten Gruppe endlich erzeugt, und zwar

durch Elemente g, ..., g,,. Dabei darf angenommen werden, dass m > n ist, da man sonst
beliebige Elemente von G hinzufiigen kann. Sei A = (a;;) die Matrix der Koeflizienten der
g; zur Basis eq,...,e,, d.h. g; = aze1 + ... + ajpe,.

A kann durch elementare Spaltenoperationen (was einem Ubergang zu einer anderen Basis
von F' entspricht) und elementare Zeilenoperationen (was einem Ubergang zu einem ande-
ren Erzeugendensystem von G entspricht) sowie durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen
(welche einem Umordnen der Basis von F' bzw. des Erzeugendensystems von G entspre-
chen) auf die Form A" = diag(dy, ...,d,) mit d; | ... |d, gebracht werden, wobei A" wieder
eine Matrix von Koeffizienten von einem Erzeugendensystem von G zu einer Basis von
F ist; d.h., es existiert eine Basis €},..., ¢, sodass g, = aj;e] + ...+ a},e, (1 <i<n)

’n?

ein Erzeugendensystem von G ist. Wegen der speziellen Gestalt von A’ ist ¢} = d;e; mit
d1 | C ’ dn ||

Lemma 17.6 Sei I # () eine Menge und fiir jedes i € I seien Gruppen G;, H; und ein
Homomorphismus f; : G; — H; gegeben. Dann ist f =: Y., fi : > .., Gi — > e Hi,
definiert durch f((g:)icr) = (fi(9:))ier, ein Gruppenhomomorphismus mit

Ker f = {(gi)icr | 9i € Ker f; Vi} = ZKer fi
iel

und

Im f = {(h)ier | hi €Im f; Vi} = Im f;

1€l
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Insbesondere ist f genau dann ein Epi- bzw. Monomorphismus, wenn alle f; Epi- bzw.
Monomorphismen sind.

Insbesondere gilt: Wenn N; I G; fiir i € I, dannist ), ., N; <>, G;, und es gilt
(Zie[ GZ)/ ~ G
(Zie] NZ) ; /Nl
Beweis: als Ubung. n

Korollar 17.7 Sei F eine freie Abelsche Gruppe vom Rang n und G < F eine Untergruppe
von F', dann gibt es r,s € Ng mit 7 + s < n und my,...,m, € Z mit my | ma | ... | m,
und m; ¢ {0,1}, sodass

F/G ~ Z/mlz X ... X Z/mTZ XZx...xZ (s Faktoren Z).

Beweis: Wir wenden das Lemma an auf G = (dyvy,...,d,v,) < F = (v1) @ ... D (v,). Es
gilt (d;v;) < (v;) und daher

F/G ~ <Ul>/<d1U1> D...P <Un>/<dnvn> ~ Z/d1Z X ... X Z/an

mit d1 = ... = dk = 1, dk+1, ey dk+r € N\{O,l} und dk+7«+1 = ... = dn = 0. Setze
my = dgi1,...,Mp =dgy und s :=n —k —r. Es gilt

L)1z ~{0}, Zog ~Z,
und somit
Fla ~ Z/m1Z X ... % Z/mTZ X7Z X ...x7Z (s Faktoren Z).
Satz 17.8 Sei G eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe. Dann gibt es my,...,m, € N
(r >0) mit my | ... |m, und m; > 1, sodass
G~Zn &...0 %y, ®H
mit H=">7._,Z (s>0) ist.

BEMERKUNG: In dieser Darstellung sind my, ..., m, und s eindeutig bestimmt (wird spéter
bewiesen). my, ..., m, heilen invariante Faktoren von G.

Beweis: Sei GG erzeugt von n Elementen und F' die freie Abelsche Gruppe vom Rang n.
Dann gibt es einen Epimorphismus f : F' — G. Sei K dessen Kern. Nach dem ersten
Isomorphiesatz gilt dann G ~ F / k - Nach dem vorigen Satz gibt es daher r, s € Ny und
my,...m, € N\ {1}, sodass my| ... |m, und

G ~ F/K ~ Z/le X ... X Z/er X7Z % ...xZ (s Faktoren Z).
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Lemma 17.9 Fiir m,n € N mit ggT(m,n) = 1 gilt Zp =~ Zyy, S Zy.

Beweis: Dieses Lemma ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Chinesischen Restsatz,
angewandt auf Z. [

Korollar 17.10 Ist m = pi*-...-pp*, wobei py, ..., py verschiedene Primzahlen und o; € N
sind, dann gilt
ZmEZPOq EB@Z g
1 pk

Beweis: durch Induktion nach k. n

Satz 17.11 Sei G eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe. Dann existieren Primzahlen
Py, 0k (K >0), ng,...,n; €N, ay; € N und s € Ny, sodass

G2Zyon@...0Lciny ©...0ZLo0 D ... 0L «wn,, ©H

1 Py Py Dy,

mit H=>7._,Z.

Beweis: Dieser Satz folgt aus G ~ Z,,, ® ... ® Z,,, & H und Z,,, ~ Zp(f” ®...P szki. [

BEMERKUNG: Die Potenzen p;*, die hierbei vorkommen, sind ebenso wie s eindeutig und
heilen Elementarteiler von G.

Eindeutigkeit der invarianten Faktoren und Elementarteiler:

Lemma 17.12 Sei (A, +) eine Abelsche Gruppe, m € N und p eine Primzahl. Folgende
Mengen sind Untergruppen von A:

1. Die Torsionsuntergruppe von A:

Ar={a€ AlIn € N:na =0} = {a € A||a| ist endlich}

2. Fiir p prim:

Alp)={a€ A|IneNy: |a| =p"} ={a € A|Tn eNg: p'a=0}=|JAp]

n=0

3. Fiirm e N:
Alm|={a € A|lma =0} ={a € Al|a||lm}

4. Fir m € N:
mA ={ma|a € A}
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BEMERKUNG: Fiir nichtkommutative Gruppen ist im Allgemeinen keine dieser Mengen
eine Untergruppe!

Beweis: Alle diese Mengen sind nichtleer, da 0 enthalten ist. Wir zeigen jeweils a,b € G
(wobei G die jeweilige Menge ist) = a — b € G:

1. ma=0,nb=0= (mn)a=(mn)b=0= (mn)(a—>b) = (mn)a—(mn)b=0-0=0

2. p"a=0, p"b=0 = pta=p'b =0 fiir p = max(m,n), also p*(a — b) = p"a — p'b =
0-0=0

3. ma=0,mb=0= m(a—b)=ma—mb=0-0=0

4. ma —mb=m(a — b) "
Lemma 17.13 Fiir die eben definierten Gruppen gelten folgende Zusammenhénge:

]_. an [p] ~ Zp

2. p""Lpn = Lipn—m (fiir m < n)

3. (Lier Gi)lm] = 225 (Gilm]) und m 3 5o, Gy = 5 2y mGi

4. Wenn f : G — H ein Gruppenisomorphismus ist, dann ist f|g, : G; — H; auch ein
Gruppenisomorphismus, und fiir eine Primzahl p ist f|g(,) : G(p) — H(p) ebenso ein
Gruppenisomorphismus.

Beweis:

1. Es gilt [pr~1| = p in Z,n. Daher geniigt es zu zeigen, dass Zyn[p] (pn—1) ist.
Jedenfalls gilt (pn=1) C Z,n[p]. Ist andererseits k € Z derart, dass pk = 0 in Z,» gilt,
dann muss p"|pk und in weiterer Folge p" 1|k gelten. Also ist k = mpm~! in Z,», und
es folgt, dass Z,n[p] von p"~! erzeugt wird.

2. p"Lpn = {p™k |k € Z} = {kp™ |k € Z} = (p™); nun ist [p™| = p"™ in Zyn, also ist
p™" Ly die zyklische Gruppe der Ordnung p™~™.

3. folgt unmittelbar aus m(a;)icr = (Ma;)icr

4. folgt aus der Tatsache, dass fiir einen Isomorphismus f |f(g)| = |g| Vg € G gilt. =

Lemma 17.14 Sei p eine Primzahl und

023 20 232
i=1 j=1
(r,r" € N, a;, 3; € N). Dann gilt r =7 und Vn € N |{i|a; = n}| = |{j| B; = n}|.
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Beweis: Wir zeigen, dass fiir alle n

a(n) = {ila; = n}| = [{j|6; = n}| =:b(n)

gilt. Dann folgt die Behauptung wegen |{i|a; = n}| = a(n) —a(n — 1) und

{715 =n}| = b(n) = b(n —1).

Dazu zeigen wir, dass |(p"~1G)[p]| = p®™ gilt: p"1Zp £ {0} & a > n; G =Y Zypoi.
Also folgt

a(n) a(n)
n lG an IZP a2 an Lz i = Zzp‘”k*"“
k=1

wobei die i genau jene smd, fir die «;, > n ist. Daraus ergibt sich weiter

)
—~

n)

P 1G ZZ a1k7n+1 ~ Zp

1

T

und daher die Behauptung. Analog gilt auch |(p"~'G)[p]| = p*™ und damit

a(n)

b(n)

p"" =p"" = a(n) = b(n)

Lemma 17.15 Sei G eine Abelsche Gruppe und G ~ H; & G1 >~ Hy ® G4, wobei G1, G
endlich und Hy, Hy frei Abelsch mit den Réngen si, sy sind. Dann gilt G; >~ G5 ~ G,
H, ~ Hy ~ G/G; und s; = ss.

Beweis: (a,b) € H; & G; hat genau dann endliche Ordnung, wenn a = 0 ist, also folgt
Gy~ (H; & Gh): = {0} & G; ~ G; und analog auch Gy ~ G;. Es folgt weiters

G/Gy~ (H1 @ G1)/({0} & Gi) ~ H, /{0} & G1/G1 ~ H1 © {0} ~ H,
und analog G/G; ~ H,, daher H; ~ Hy und s; = ss. n

Satz 17.16 Sei G eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe. Dann gilt

1. In jeder Darstellung von G als direkte Summe zyklischer Gruppen ist die Anzahl der
vorkommenden unendlichen Faktoren dieselbe.

2. Wenn

Py 2 Py

G ~ Z&u@...@zaml @...@Zam@...@zpzknk @ZZ

S/

= Ly @ O L, & 8L & O Loy, @ZZ

1
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gilt, wobei py, . .., pi verschiedene Primzahlen sind und «;, 3;; € Ny, dann gilt s = &',
und fiir jedes p; gilt

Vn e N |{j|ay =n} = [{j|Bi; =n}

(Eindeutigkeit der Elementarteiler).

3. Wenn /
Gl ® . Oy, @Y LT, ... DL, @ Y L
i=1 i=1
mit 1 <my|...|m, und 1 < ny|...|n; gilt, dann ist r = t, s = s’ und m; = n;

(1 <i <) (Eindeutigkeit der invarianten Faktoren).

Beweis:

1. Nach dem vorigen Lemma ist die Anzahl der unendlichen Faktoren gleich dem Rang
von G/GY, also in allen Darstellungen dieselbe.

2. Wegen 1. gilt s = s’ jedenfalls. Fiir alle ¢ gilt weiters
G(pl) ~ Zpiau D...D Zp?mi ~ pr“ D...P primi

weil |(a1,...,am)| = kgV(|a|, ..., |an|) ist und dies somit nur genau dann eine Po-
tenz von p; sein kann, wenn ¢; = 0 in allen Faktoren aufler den Z, s ist. Nach dem
Lemma 17.14 sind damit die vorhandenen Potenzen von p; dleselben

3. Wieder folgt s = s’ aus 1. Seien nun py, ..., p, die Potenzen, die eines der m; oder

n,; teilen. Nun kann man die m;, n; in der Form m; = H§:1 p?” bzw. n; = Hk L pf K
schreiben. Es folgt

k r
G ) Ty @Z%ZZZ% ®Z°

j=1 i=1 7j=1 =1

Wegen 2. muss dann Vi Vn |{j | a;; = n}| = [{j | Bi; = n}| gelten. Da m; m;; teilen
soll, wird m, von allen {ibrigen m, geteilt, also ergibt sich fiir alle j:

arj:max{oziju: 1,...,7’}:max{ﬁij\i:1,...,t}:ﬁtj

Daher ist m, = n;, analog dann m,_; = n;_1 etc. und r = t. n
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Ubungsbeispiele

Ubung 67: Sei I # () eine Menge und fiir jedes i € I seien Gruppen G;, H; und ein
Homomorphismus f; : G; — H; gegeben. Dann ist [ =: > ., fi : > .0, Gi — >_.c; Hi,
definiert durch f((g:)icr) = (fi(9:))ier, ein Gruppenhomomorphismus mit

el

Ker f = {(gi)icr | 9i € Ker f; Vi} = ZKGY i

el

und
Im f = {(hi)ies | hi € Im f; Vi} = > I f;
iel
Insbesondere ist f genau dann ein Epi- bzw. Monomorphismus, wenn alle f; Epi- bzw.
Monomorphismen sind.

Insbesondere gilt: Wenn N; < G; fiir i € I, dannist ), ., N; <) ., Gy, und es gilt

(Se)(E)-gon

icl i€l i€l

Ubung 68: Seien (F,+) eine Abelsche Gruppe und vy,...,v, € F. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(i) Selen 1 <4,j <n,i# jund A € Z. Wenn w; = v; + Av; und wy, = vy, fir k # j

definiert werden, dann erzeugen vy, ...,v, und wy,...,w, dieselbe Untergruppe
von F'.

(1) Wenn wy, ..., w, und vy,...,v, wie oben gewihlt werden, dann sind wy,...,w,
genau dann Z-linear unabhéngig, wenn vy, ..., v, Z-linear unabhéngig sind.

(#7i) Insbesondere gilt: wy, ..., w, sind genau dann eine Basis von F, wenn vy, ..., v,

eine Basis von F' sind.

Ubung 69: Sei F eine freie Abelsche Gruppe mit Basis ey, . . ., en, und wy, . .., w,, € F.
Wenn A € M,,,«,(Z) jene Matrix ist, deren k-te Zeile die Koeffizienten von wy, zur Basis
e, ...,e, enthdlt, d.h. w, = ar1e1 + ... + agpe,, dann gilt:

(i) A- Ej;()\) ist jene Matrix, deren k-te Zeile die Koeflizienten von wy zur Basis
€1y, 6, mit ) = e; — Ae; und ) = ¢; (I # j) enthilt.

(77) E;;(N) - A ist jene Matrix, deren k-te Zeile die Koeffizienten von wj zur Basis
ey, ..., e, mit w; = w; + Aw; und w; = w; (I # i) enthilt.

89



Ubung 70: Sei R ein kommutativer Ring und u € R eine Einheit. Zeigen Sie, dafi man
0 . .
g _, | als Produkt von Elementarmatrizen darstellen kann. (Hinweis: durch elemen-
tare Zeilenoperationen in die Einheitsmatrix {iberfiithren; Inverse einer Elementarmatrix
ist wieder Elementarmatrix.)

Ubung 71: Sei R Euklidischer Ring. Zeigen Sie, da8 jede Matrix in SL,(R) Produkt
von Elementarmatrizen ist. Hinweis: diagonalisieren und Bsp 70.

Ubung 72: Sei F freie Abelsche Gruppe mit Basis wy, ws, w3 und G die von den Ele-
menten g; = 2wy +ws — 3wz und g = wy — ws + 2ws erzeugte Untergruppe. Bestimmen
Sie die Struktur von F'/G.

Ubung 73: Bestimmen Sie Elementarteiler und invariante Faktoren von
Lo X ZLus X Lgg X Zaas.

Ubung 74: (i) Ist die Gruppe aus Bsp. 73 isomorph zu Zsy X Zggs X Zg X Zr X Zgy?

(17) Ist die Gruppe aus Bsp. 73 isomorph zu Zgg X Zsg X Z7s X Zgy?

Ubung 75: Skizzieren Sie einen Beweis, dass man jede n x k Matrix A iiber einem
Hauptidealring R durch Multiplikation von links mit Matrizen aus SL,(R) und von
rechts mit Matrizen aus SLj(R) auf Diagonalgestalt mit

a1 | 22 ... 0A4 | Qiy 1341

bringen kann. Hinweis: wie fiir Euklidischen Ring, mit Lénge eines Elements ¢(r) statt
Rangfunktion p(r), wobei ¢(r) die Anzahl der Primelemente, deren Produkt r ist (mit
Vielfachheiten), angibt. Zusétzlich zu Elementarmatrizen verwendet man Blockdiagonal-
matrizen bestehend aus einer Matrix wie in Bsp. 64 und sonst Einsern auf der Diagonale.
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18 Korpererweiterungen

Definition 18.1 Wenn F, K Korper mit K < F sind, dann heifit das Paar K, F' eine
Korpererweiterung (geschrieben F : K). F heifit Erweiterungskorper von K.

BEMERKUNG: Wenn F' : K eine Korpererweiterung ist, dann ist F' ein K-Vektorraum:
(F,+) ist eine Abelsche Gruppe, die Skalarmultiplikation K x F' — F'ist die Einschrankung
der Multiplikation in F' auf Paare in K X F.

Definition 18.2 Sei F': K eine Korpererweiterung. Die Dimension von F' als K-Vektorraum
heiBt Grad der Korpererweiterung F' : K, man schreibt [F': K] = dimg F.

Lemma 18.3 Seien K, FE, F Korper mit K < E < F; sei B eine Basis von F' als E-
Vektorraum, C eine Basis von E als K-Vektorraum. Dann ist D = (d(cp))(cp)coxp mit
d(cp) = cb eine Basis von I’ als K-Vektorraum.

Beweis: Sei f € F. Dann gibt es Elemente by,...,b, € B und ey,...,e, € FE, sodass
[ =eibi+...+eyb,. Weiters existieren ¢y, ..., ¢, € Cund k;; € K, sodass e; = 27:1 kijcj,
also f = Z?:l Z;nzl kijcjbi-

f ist daher K-Linearkombination von Elementen der Form ¢;b;, also ist D Erzeugenden-
system.

D ist linear unabhéngig iiber K: seien ci,...,c, € C, by,...,b, € B, k;; € K, sodass
> 1<i<ni<j<m Kijcibi = 0. Dann st 3 1 (300 kijej)by = 0, und der Ausdruck in der Klam-
mer liegt fiir alle ¢ in £. Da B eine E-linear unabhingige Menge ist, folgt Z;n:l kijc; =0
fiir alle ¢ und damit (da C' linear unabhéngig tiber K ist) auch k;; = 0 fiir alle Paare 1, j.
Also muss D K-linear unabhéngig sein. [

Korollar 18.4 Fiir Kérper K, E, F mit K < E < F gilt [F: K| = [F: E|[E : K].

Definition 18.5 Sei F' : K eine Korpererweiterung und u € F'. u heif3t algebraisch iiber
K, wenn 3f € K[z], f # 0, mit f(u) = 0. Andernfalls, d.h., wenn aus f € K[z| und
f(u) = 0 bereits f = 0 folgt, heifit u transzendent iiber K.

BEISPIEL: i € C ist algebraisch iiber Q: es ist Nullstelle von 22 + 1 € Q[z]. v/2 € R ist
algebraisch iiber Q: es ist Nullstelle von 22 — 2 € Q[z].

e, m sind hingegen transzendent iiber Q.

Definition 18.6 Eine Korpererweiterung F' : K heifit algebraisch, wenn jedes u € F
algebraisch iiber K ist. Andernfalls (d.h., wenn ein u € F existiert, das transzendent {iber
K ist) heifit die Korpererweiterung transzendent.

BEISPIEL: C : R ist eine algebraische Korpererweiterung, R : Q ist eine transzendente
Korpererweiterung.
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Definition 18.7 Sei F' : K eine Korpererweiterung, S C F. Der von S iiber K erzeugte
Unterring von F' ist definiert als

K[S|]= () R
R Ring
KUSCRCF

(dies ist einfach der von K U S erzeugte Unterring von F).
Der von S iiber K erzeugte Unterkorper ist definiert als
KS)= () E

E Korper
KUSCECF

(der von K U S erzeugte Unterkorper von F).

BEMERKUNG: K(S) ist ebenso wie K[S]| wohldefiniert, da der Durchschnitt von Kérpern
wieder ein Korper ist (Beweis analog zu dem fiir Ringe).

Wenn S = {s1,..., S, }, dann schreibt man K{sy, ..., s,] fur K[{s1,...,s,}]und K(s1,...,s,)
fir K({s1,...,5.}).

Satz 18.8 Seien K, F Korper, K < F, uw,u; € F (i = 1,...,n) und S C F (fiir die
Aussagen 1.-3. geniigt es, wenn F' ein kommutativer Ring mit Eins ist). Dann gilt:
1. Klu] ={ay+au+... +a,u*|ne€Np,a; € K} ={f(u)| f € K[z]}

k
2. K[Ul, c. ,un] = {Z(lﬁ En)ENZ A(k,..., kn)ull s uﬁn | A(ky,....kn) € K’

,,,,,

.....

Kluy,...,un) ={f(ur,...,u,) | f € Klz1,...,2,]}

3. K[S] ={f(s1,...,8n)|n €N, feK[r,...,2,], $S1,...,8, € S}
4. K(u) = {f(w)g(w)"!| f, g9 € K[z], g(u) # 0}

5. K(up,...,un) = {f(ur,...,un)g(us,...,u,) | f,g € Klz1,..., 7],
g(uy, ..., u,) # 0}

6. K(S)={f(s1,...,82)9(81,...,8,)  |n€N, fog€ Klz1,...,1,)],
Sla"'75n657 g(Sl,...,Sn)#O}

Beweis: Wir beweisen nur 6., denn 3. funktioniert analog, und alle anderen Aussagen sind
Spezialfille von 3. oder 6.

Sei E/ die Menge auf der rechten Seite. Dann gilt jedenfalls offensichtlich K US C E. Jeder
Unterkorper von F', der K US enthélt, muss F enthalten, da die Elemente von E nur durch
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Summen, Produkte und Inversenbildung aus Elementen von K U S gebildet werden. Also
ist £ C K(S). Es muss nur noch gezeigt werden, dass E tatsichlich ein Korper ist:
E # 0 und E\ {0} #0, weil K C E.

Seien a,b € E, wobel a = H und b = Z&i:; sei. Fasst man f, g, h, k als Polynome

in [z1,...,%n,Y1,...,Yn| auf, ergibt sich hiermit:
&_b:f(sla--wtm)_h(slv-”utm) _ (fk—hg)<81,,tm)
9(s1, .y tm)  k(s1,... tm) (gk)(s15- -y tm)

und (gk)(s1,.. . tm) = g(s1,...,Sn)k(t1,...,tm) #0, alsoa —b € E.
Wenn b # 0 ist, dann gilt auBerdem:

f(Sl,...,t ) t t
g(s1, - stm) h(s1,. o tm)  (gh)(s1,.. . tm)
(

und (gh)(s1,. - tm) = g(s1,...,8u)h(t1, ... ty,) # 0, also ab™! € E.
Damit ist £ ein Unterkorper von F', der K U S enthiélt. [

ab™! =

BEMERKUNG: Sei F': K eine Korpererweiterung und uw € F' algebraisch iiber K. Dann ist
die Menge

Nic(u) :=={f € K[z] | f(u) = 0} # {0}
ein Ideal von K[z]|. Da K[z] ein Hauptidealring ist, hat N (u) einen Erzeuger m(z), d.h.
Nic(u) = (m(x)) = m(z) K[z].

Da Erzeuger eines Ideals bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig sind (Integritéats-
bereich), und Einheiten in K|[x] genau die Konstanten # 0 sind, folgt: Es gibt genau einen
normierten Erzeuger von Ny (u).

Definition 18.9 Sei F' : K eine Korpererweiterung und v € F' algebraisch iiber K. Der
normierte Erzeuger des Ideals N (u) = {f € K[z] | f(u) = 0} heiBt Minimalpolynom von
u tber K. Das heifit, das Minimalpolynom von w ist jenes m(x) € K|[z], sodass

Ve Klz]: f(u)=0<=dg € K[z]: m(x)-g(zx) = f(z).

Definition 18.10 Eine Koérpererweiterung F' : K heifit einfach, wenn es u € F gibt,
sodass ' = K(u).

F : K heifit endlich erzeugt, wenn es uy, ..., u, € F gibt, sodass F' = K(uy,...,u,).

Proposition 18.11 Sei K ein Korper und F' = K(u) fir u € F, u transzendent tiber K
(d.h. F : K ist eine einfache transzendente Korpererweiterung). Dann ist K(u) ~ K(x)
mittels eines Isomorphismus ¢ : K(z) — K(u) mit p(z) = v und ¢|x = idg.

Beweis: Sei ¢ : K[zx] — K(u) der Einsetzhomomorphismus mit ¢ (z) = v und ¢|x = id
(d.h. ¥(f) = f(u) fir f € K[z]). Da(f) = f(u) # 0 fur alle f € K[z]\ {0} ist, also ¥(f)
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fir alle f € K[z]\ {0} invertierbar ist, kann ¢ auf den Quotientenkérper K(z) von K|z]
fortgesetzt werden: es gibt einen Homomorphismus ¢ : K (z) — K (u) mit ¢|x) = 1.

Es gilt dann 1| = ¥|x = idg und ¥ (z) = ¥ (x) = u, und wir wissen auch, wie 1 definiert
ist: Y(4) = v(Nw(g) ™ = flu)g(u)™!

Man erhélt Im¢ = {f(u)g(u)™|f,g € Klz], g # 0} = K(u) (g # 0 ist dquivalent zu
g(u) # 0, weil u transzendent ist), d.h. 9 ist surjektiv. Weil zudem ¢ # 0 ist (¢|x = id,
also jedenfalls ¢ # 0), muss nach dem vorigen Lemma 1) auch injektiv sein, d.h. 1 ist
Isomorphismus, der zudem auch 1 (x) = v und 9|k = idg erfiillt. "

Satz 18.12 Sei F' : K eine Koérpererweiterung und uw € F' algebraisch iiber K, sodass
F = K(u) (d.h. F : K ist eine einfache algebraische Korpererweiterung). Dann gilt:

1. K(u) = K[u}
2. Klu /m , wobei m(x) das Minimalpolynom von u iiber K ist

3. m(x) ist irreduzibel
4. [K[u] : K| = degm
5.1, u, u?, ..., ui®™ ! jst eine Basis von K|u] als K-Vektorraum.

Beweis: Sei ¢ : K[zx] — F der Einsetzhomomorphismus mit ¢(x) = u, ¢ | x = inclg,p,
das heiBt ¢(f) = f(u). Dann gilt Imyp = {f(u) | f € K[z]} = K[u] und ausserdem
Kerp = {f € K[z] [ f(u) = 0} = (m(z)) = m(x) K[z].

Nach dem 1.Isomorphiesatz gilt K[u] = Im ¢ ~ & (] / (m(z)) - Weil K [u] als Unterring des
Korpers F' ein Integritétsbereich ist, ist (m(x)) ein Primideal von K[z]. Da (m(z)) # {0}
ist, muss m(x) prim und daher auch irreduzibel sein. Somit ist (m(z)) maximal unter den
Hauptidealen # KJz|, und weil K[z| ein Hauptidealbereich ist, muss damit (m(z)) ein
maximales Ideal sein. Daher ist (2] / (m(z)) = K[u] ein Korper, und es folgt weiters
K(u) = Klu].

K(u) = K[u] = {f(u) | f € K[z]}, also hat jedes Element von K (u) die Form f(u) fir ein
f € K[z]. Sei f € K[z] beliebig gew&hlt. Dann lédsst es sich als f(z) = ¢(z)m(z)+r(x) mit
r = 0 oder degr < degm =: n schreiben. Wendet man den Einsetzhomomorphismus an,
ergibt sich f(u) = q(u)m(u) + r(u) = r(u), also hat jedes a € K(u) die Form a = r(u) mit
einem r = ap+...+a, 12" ' Damit ist a = ap+. .. +a,_ju"" !, also erzeugt {1,...,u""'}
K (u) als Vektorraum iiber K.

Wenn andererseits ag + . .. + a,_u™"! = 0 ist, dann folgt g |r = ag + ... + a,_12"*, und
weil degr =n — 1 < deg g ist, muss r = 0, also a; = 0 Vi sein. Also ist {1,...,u" "'} linear
unabhéngig iiber K. [

Satz 18.13 (Adjunktion einer Nullstelle eines Polynoms) Sei K ein Kérper und
f € Klz| mit deg f > 1. Dann gilt:
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1. Es existiert eine Korpererweiterung F' : K mit F' = K(u), sodass f(u) = 0 und
[K(u) : K] < deg f. Wenn f irreduzibel ist, dann gilt [K(u) : K| = deg f.

2. Wenn f irreduzibel iiber K ist und K(u), K(v) einfache Erweiterungen von K mit
f(u) =0 und f(v) = 0, dann existiert ein Kérperisomorphismus ¢ : K(u) — K (v)
mit p(u) = v und ¢(k) =k fiir alle k € K. Zudem gilt [K (u) : K] = deg f.

Beweis: Wir zeigen die Aussage fiir ein irreduzibles f (ansonsten kann man einen irredu-
ziblen Faktor von f wéhlen und auf diesen den Rest des Beweises anwenden):

Weil f irreduzibel ist, ist (f) ein maximales Ideal in K[z|, daher ist K|[x]/(f) ein Korper.
Sei m: K[x] — K[z]/(f) die kanonische Projektion. Dann ist 7|x : K — K[z]/(f) injektiv,
da Kerm|x = KN (f) = {0} ist.

Also ist K via k +— k+ (f) eingebettet in K[x]/(f) =: F, d.h. F: K ist eine Kérpererwei-
terung. Sei ferner u := x + (f) € F. Dann gilt:

fw)=f@)+ () =F+f) =) =0+(f) =0r
Also f(u) =0. F wird von u = z + (f) = m(x) erzeugt, da K|x] von z erzeugt wird.

WEeil f irreduzibel ist, ist f bis auf eine multiplikative Konstante Minimalpolynom von u
tiber K, es gilt also [K (u) : K] = deg f. Nach der Charakterisierung einfacher algebraischer
Korpererweiterungen muss zudem K (u) ~ Klz|/(f) ~ K(v) sein, wobei fiir den Isomor-
phismus ¢ : K(u) — K(v), der sich ergibt, offensichtlich ¢(u) = v und ¢(k) = k fir alle
kE € K sein muss. ]

Definition 18.14 Eine Korpererweiterung F': K heifit endlich-dimensional, wenn
[F: K] =dimg F = n € N endlich ist.

Proposition 18.15 Ist eine Korpererweiterung F' : K endlich-dimensional, dann ist sie
endlich-erzeugt und algebraisch.

Beweis: Sei [F: K| = n, fiir jedes u € K sind dann 1, u, u?, ..., u" K-linear abhiingig,
d.h. es gibt ay, ..., a,, die nicht alle gleich 0 sind, sodass ag+ ayu+ ...+ a,u™ = 0. Somit
existsf € K[z|, f # 0, deg f < n, sodass f(u) = 0 und w ist algebraisch.

Sei u; € F'\ K, dann setze K1 = K[u1] = K(u1) (adjungiere u; zu K). Dann gilt fiir
die Grade, dass [F : K] = [F : Kj][K; : K]. Da K; # K, gilt [K; : K] > 1 und daher
[F : K;] < [F : K]|. Durch Iteration erhalten wir zu jedem K; # F durch Adjunktion

eines Elements u;41 € F'\ K; einen Korper K1 = K;[uip1| = Klu, ..., u;4q], fiir den
[F: Kiyq] < [F: K] gilt. Diese Prozedur bricht nach endlich vielen (< log,(n)) Schritten
abmltF:KlzK[ul,,uz] |

Proposition 18.16 Sei F' : K eine Korpererweiterung, wobei F' = K(sq,...,$,), und alle
s; algebraisch {iber K sind. Dann ist F': K endlich-dimensional.
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Beweis: Das Element s; ist algebraisch iiber K, also auch iiber K(sq,...,8;_1). Deswe-
gen gilt K(s1,...,8) = K(s1,...,8i-1)(s8i) = K(s1,...,8-1)[si], und [K(s1,...,s;1)[si] :
K(s1,...,8-1)] =: m; ist endlich. Es folgt:

[F: K] = [K(s1,...,80): K]
= [K(s1,.--,80) K(s1,...,8n-1)] ... [K(s1) : K]
Damit ist [F : K| endlich. "

Proposition 18.17 Eine Korpererweiterung F' : K ist genau dann endlich-dimensional,
wenn F': K endlich-erzeugt und algebraisch ist.

Beweis: Folgerung aus den vorigen Propositionen. [

BEMERKUNG: Sei K ein Korper. Ein Ring A heifit K-Algebra, wenn A ein K-Vektorraum
ist, und

Va, b€ A, k€ K : k(ab) = (ka)b = a(kb).

Man kann Elemente von A in Polynome aus K[x] einsetzen und analog zu Koérpererwei-
terungen algebraische Elemente definieren. Diese haben Minimalpolynome (das sind nor-
mierte Erzeuger der Ideale {f € K{[z] | f(a) = 0}). Solche Minimalpolynome miissen nicht
irreduzibel sein.

BEISPIEL: A = M, (K) ist eine K-Algebra. Das Minimalpolynom von C' € M, (K) be-
kommt man durch Diagonalisierung von zI — C' € M, (K[z]) mittels elementarer Zeilen-
und Spaltenumformungen. Das Minimalpolynom ist der invariante Faktor, der von allen
anderen geteilt wird.

Das Produkt der invarianten Faktoren von zI — C' ist y¢, das Charakteristische Polynom
von C'. Es gilt x¢ = det(z] — ('), da sich die Determinante unter elementaren Zeilen- und
Spaltenumformungen nicht veréndert.
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19 Charakteristik

Definition 19.1 Sei R ein Ring. Dann heif3t
Amngz(R)={n€Z|VYre R: nr =0}
der Annihilator von R.
BEMERKUNG: Anng(R) ist eine Untergruppe von (Z, +), somit 3n € N: Anng(R) = nZ.

Definition 19.2 Jenes n € N, sodass Anng(R) = nZ, heifit Charakteristik x(R) von R.
Wenn Anng(R) # {0}, dann gilt

X(R)=min{fn e N|Vre R: nr =0} (=min(nZNN))

Proposition 19.3 Wenn R ein Ring mit Eins ist und {n € N|nlg = Ogr} = 0, dann ist
X(R) = 0 andernfalls ist x(R) = min{n € N|nlg = 0g}.

Beweis: als Ubung. n

Proposition 19.4 Sei R ein Integritédtsbereich, dann ist x(R) = 0 oder x(R) = p eine
Primzahl.

Beweis: Angenommen, x(R) wire weder 0 noch eine Primzahl. Dann ist x(R) = nm fiir
n,m e N, n,m > 1.

Es gilt x(R) = min{k € N|Vr € R kr = 0}. Aus m > 1 folgt n < nm = x(R), daher gibt
es ein r € R, sodass nr # 0 ist, und ebenso ein s € R, sodass ms # 0 ist. Es gilt jedoch
(nr)(ms) = (nm)(rs) = x(R)(rs) = 0, also miisste R Nullteiler haben, ein Widerspruch.m

BEMERKUNG: Insbesondere haben Korper immer Charakteristik 0 oder p prim.

BeispiEL: Q, R, C sind Korper mit Charakteristik 0.

Z, = Z / vZ (p prim) ist ein Korper der Charakteristik p. Es gibt aber noch weitere Korper
der Charakteristik p. Z.B. gibt es fiir jede Potenz ¢ = p™ genau einen endlichen Kérper der
Ordnung ¢. Dieser hat Charakteristik p.

Definition 19.5 Sei R ein Ring mit Eins. Der von 1 erzeugte Unterring von R heif3t
Primring von R, IIg := (Ng<p1eg -

Sei K ein Koérper. Der von 1 erzeugte Unterkorper von K heifit Primkédrper von K.
BEMERKUNG: Wenn x(R) = 0, dann ist der Primring von R isomorph zu Z (Wenn R auch
ein Korper ist, dann ist sein Primkérper isomorph zu Q). Wenn x(R) = n, dann ist der

Primring isomorph zu Z,. Sei K ein Kérper mit y(K) = p, dann ist der Primring von K
gleich dem Primkoérper von K isomorph zu Z,.
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BEMERKUNG: Jeder endliche Korper hat p™ Elemente fiir ein p € P, n € N: Aus K endlich
folgt x(K) = p prim (wire x(K) = 0, dann wére Q isomorph zu einem Teilkoérper von
K und daher endlich). Somit ist der Primring von K isomorph zu Z,. K ist also ein
Z,-Vektorraum von endlicher Dimension n und es folgt |K| = p".

BEMERKUNG: Fiir jede Primzahlpotenz ¢ gibt es (bis auf Isomorphie) genau einen endli-
chen Kérper der Ordnung gq.
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