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Teil 1

Gruppentheorie, 1. Teil



Kapitel 1

Halbgruppen

Definition 1.1 Sei G eine Menge. Eine innere Verkniipfung auf G ist eine
Funktion - : GxG — G, (g, h) — g-h. (Man schreibt also den Funktionswert
von (g, h) unter - als g - h.)

BEMERKUNG: Fiir a - b schreibt man auch kurz ab.

Definition 1.2 Sei (G, -) eine Menge mit innerer Verkniipfung, e € G. Wenn
Vge Ge-g=g (bzw. Vg € G g-e = g) gilt, dann heifit e ein linksneu-
trales (bzw. rechtsneutrales) Element von (G, -). Ein sowohl links- als auch
rechtsneutrales Element heiflt neutrales Element.

Proposition 1.3 Sei (G, -) eine Menge mit einer innerer Verkniipfung, e, f €
G. Wenn e linksneutrales Element und f rechtsneutrales Element von (G, -)
ist, dann folgt e = f.

. f rechtsneutral e linksneutral
Beweis: e = e-f = f.

O

Korollar 1.4 Wenn (G, -) ein neutrales Element hat, dann ist dieses eindeu-
tig bestimmt.

Definition 1.5 Eine nichtleere Menge GG mit einer inneren Verkniipfung -,
fiir die

13

Va,b,c € G (a-b)-c=a-(b-c) ,Assoziativitit von -

gilt, heilt Halbgruppe. Eine Halbgruppe, in der es ein neutrales Element gibt,
heifit Monoid.
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BEMERKUNG: Das neutrale Element eines Monoids ist eindeutig bestimmt.

BEISPIEL: (N7 +>a (NOa +)7 (Nv ')7 (N()v ')a (RJr) +)7 (R+7 ) sind Ha‘lbgruppen
(wobei N = {1,2,3,...} (natiirliche Zahlen), Ny = {0, 1,2, ...} (nichtnegative
ganze Zahlen), Rt = {r € R|r > 0} (positive reelle Zahlen)).

BEISPIEL: Die n x n-Matrizen mit Eintragungen in Z, (M, (Z), -), bilden mit
der iiblichen Matrizenmultiplikation

A = (aij)i<ijen, B = (bij)i<ijen = A+ B = (cij) mit ¢i; = Y aaby;
k=1

ein Monoid. Neutrales Element ist die Einheitsmatrix I,, = (¢;;). BEISPIEL:

Hn:({0;172,,’I’L},*)mlt’&*]:mln(z_{_]’n):{l—}_j Z+] n

n i+3>n
ist ein Monoid.
BEISPIEL: H,, = ({0,1,2,...,n},0) mit i 0 j := min(i - j,n) ist ein Monoid.
BEISPIEL: Die strikten oberen Dreiecksmatrizen
{(@ijh<ij<n|aij € Z, a;; =0 wenn j < i} C M,(Z)

bilden eine Halbgruppe ohne neutrales Element.
Definition 1.6 (M, -) sei ein Monoid, e das neutrale Element, a € M;

e b € M heiflit Rechtsinverses zu a, wenn a - b = e.

e ¢ € M heifit Linksinverses zu a, wenn ¢ - a = e.
Wenn d € M sowohl Links- als auch Rechtsinverses zu a ist, d.h.

d-a=e=a-d,

dann heifit d Inverses zu a. Ein Element, das ein Inverses hat, heif3t inver-
tierbar.

Proposition 1.7 Sei (M, ) ein Monoid, a, b, ¢ € M, e das neutrale Element.
Wenn b Linksinverses zu a und ¢ Rechtsinverses zu a ist, dann gilt b = c.

Beweis: Aufgrund der Assoziativitdt folgt aus b-a=e, a-c=e:

(b-a)-c=b-(a-¢c)=c=e-c=(b-a)-c=b-(a-c)=b-e=b
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OJ

Korollar 1.8 Das Inverse eines Elements (wenn eines existiert) in einem
Monoid ist eindeutig bestimmt.

Definition 1.9 Sei (G,-) eine Menge mit innerer Verkniipfung. Wenn
Va,be Ga-b=>b-a
gilt, dann heifit (G, -) kommutativ.

Definition 1.10 Eine Menge G heifit endlich,wenn In € Nj, sodass G
gleichméchtig zu {0,1,...,n — 1} ist.

BEMERKUNG: Die Mengen X, Y heiflen gleichméchtig, wenn eine bijektive
Funktion f: X — Y existiert.

BEMERKUNG: Ein wichtiges Monoid ist folgendermaflen gegeben:

X sei eine beliebige Menge, X* = {f : X — X | f Funktion}, und o sei die
Hintereinanderausfiihrung von Funktionen, d.h. go f(x) := g(f(z)). (X¥,0)
ist ein Monoid, die identische Funktion idy (idy(a) = a) das neutrale Ele-
ment.

Definition 1.11 Seien X,Y Mengen, f: X — Y eine Funktion.
e Eine Funktion g : Y — X heifit Linksinverse von f, wenn go f = idyx.
e Eine Funktion h : Y — X heifit Rechtsinverse von f, wenn foh = idy.

e Eine Funktion g : Y — X heifit Inverse (Umkehrfunktion) von f, wenn
go f =idy und f o g = idy; man schreibt f~! fiir die Inverse.

BEMERKUNG: Sind X,Y Mengen, f : X — Y eine Funktion; dann gilt
e f hat eine Linksinverse <= f injektiv
e f hat eine Rechtsinverse <= f surjektiv
e f hat eine Inverse (Umkehrfunktion) <= f bijektiv

Beweis: als Ubung.

Definition 1.12 Ein Element a einer Menge mit innerer Verkniipfung (G, -)
heiBt linkskirzbar, wenn ¥Yb,c € G (a-b = a-c = b = ¢). Analog heifit a
rechtskirzbar, wenn Vb,c € G (b-a=c-a=b=c).



KAPITEL 1. HALBGRUPPEN 8

Definition 1.13 Eine Halbgruppe (H,-), in der Ya,b,c € H gilt
a-b=a-c=b=c (Linkskiirzungsregel) und

b-a=c-a=b=c (Rechtskiirzungsregel)

heifit regulire Halbgruppe (oder Kiirzungshalbgruppe). (Ein kommutatives
reguldres Monoid wird auch Gauf’sches Monoid genannt.)

Definition 1.14 Sei (G, -) eine Menge mit innerer Verkniipfung, a € G. Die
Funktion L, : G — G mit L,(z) = a - x heifit Linkstranslation mit a, die
Funktion R, : G — G mit R,(x) = x - a heifit Rechtstranslation mit a.

BEMERKUNG: (G,-) sei eine Menge mit innerer Verkniipfung. a € G ist
genau dann linkskiirzbar (a-b = a-c = b = ¢), wenn L, injektiv ist (L,(b) =
L,(c) = b = ¢); a ist genau dann rechtskiirzbar, wenn R, injektiv ist. Also
erfiillt eine Halbgruppe H genau dann die Kiirzungsregeln, wenn alle Links-
und Rechtstranslationen L,, R, fiir alle a € H injektiv sind.

Proposition 1.15 (verallgemeinerte Assoziativitit) (H, ) seieine Halb-
gruppe, aq,...,a, € H (n € N). Alle Produkte von ay,...,a, in dieser
Reihenfolge bezeichnen dasselbe Element von H (unabhéngig von der Klam-
merung).

Beweis: als Ubung.

Definition 1.16 (Potenzen, Vielfache) Sei (H,-) eine Halbgruppe, a €
H, n € N. Man definiert
at:=a-a-...-q
n Stiick a
als das Produkt von n Stiick a, unabhéngig von der Klammersetzung. Wenn
(H,-) ein Monoid mit neutralem Element e ist, dann wird auch a° := e defi-
niert.
Sei (H,+) eine Halbgruppe (additiv geschrieben), a € H, n € N. Man defi-
niert analog
ne:=a+t+a+...+a

TV
n Stiick a

Wenn (H,+) ein Monoid mit neutralem Element e ist, dann wird Oa := e
definiert.



Kapitel 2

Gruppen

Definition 2.1 Ein Monoid, in dem jedes Element ein Inverses hat, heif3t
Gruppe. Also ist eine Menge G mit einer Funktion x : G x G — G, (g, h) —
g * h eine Gruppe, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. G#0
2. Va,b,c € G ax(bxc)=(ax*b)*c (Assoziativitét)
3. Je € G, sodass
(a) Vg € G g*xe =g =exg (eist neutrales Element)
(b) Vg€ G 3¢ € Gmit gxg =e =g g (jedes g € G hat Inverses)
Eine kommutative Gruppe heifit Abelsche Gruppe.

BEMERKUNG: Das neutrale Element in einer Gruppe (bereits in einem Mo-
noid) ist eindeutig; das Inverse zu ¢ ist auch eindeutig, da schon in einem
Monoid mit neutralem Element e gilt:

g/‘gze/\g'g/,:6:>g/:g”

Notation: Ist (G, -) eine Gruppe (multiplikativ geschrieben), dann bezeich-
nen wir das Inverse von a mit a™'.
Ist (H,+) eine Gruppe (additiv geschrieben), dann bezeichnen wir das In-

verse von a mit —a.

BEISPIEL: (Z,+), (R,+), (R\ {0},-), (C\ {0},-), S* = ({z € C||z] =1},")
sind Gruppen.

BEISPIEL: (Z,,+) (n € N) ist eine Gruppe.
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Dabei sind die Elemente von Z,, die Aquivalenzklassen der Elemente von Z
beziiglich der Aquivalenzrelation a ~ b < n|a—b. Die Klasse von a wird als
a geschrieben:

a = {beZ|nla-by={beZ|3Ike€Za—b=nk}
= {beZ|FkeZb=a—nk}={beZ|FjeZb=a+nj} =a+nk

~ ist Kongruenzrelation fiir +, d.h.a ~a',b~b =a+b~d + "
d=a+nk, b =b+nj=d+V =a+b+nlk+j); n|(d+V)—(a+0)

Daher ist @+ b := a + b wohldefiniert (die Klasse von a+ b hingt nur von der
Klasse von a und der Klasse von b ab, nicht von der Wahl von a, b innerhalb
ihrer Klassen).

BEISPIEL: (GL,(R),-) mit GL,(R) = {M € M,(R)| det M # 0} ist eine

nichtkommutative Gruppe. Ebenso sind
e (SL,(R),-) mit SL,(R) ={M € M,(R)| det M = 1},
e (GL,(Z),-) mit GL,(Z) ={M € M,(Z)| det M = +1} und
e (SL,(Z),-) mit SL,(Z) ={M € M, (Z)| det M = 1}
nichtkommutative Gruppen (aufler fiir n = 1).

Definition 2.2 (Potenzen,Vielfache) Wir erweitern die Definition von a™
mit n € Ny fiir Monoide auf a™ mit n € Z durch

a™ =@ =@ -(a-...-(a)

fiir m € N.
Wenn die Gruppenoperation als + geschrieben wird, erweitern wir die Defi-
nition von na mit n € Ny fiir Monoide auf na, n € Z, durch

Notation: Man verwendet die Abkiirzung a — b := a + (—b). Das neutrale
Element eines additiv geschriebenen Monoids (H,+) wird oft als 0 geschrie-
ben.

Satz 2.3 (Rechenregeln fiir Potenzen und Vielfache) Fir a € (H,-)
und n,m € N (falls H Halbgruppe) bzw. n,m € Ny (falls H Monoid) bzw.
n,m € Z (falls H Gruppe) gilt a™ - a"™ = a™*" und (a™)" = a™".
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Fallsa-b=10b-a gilt, dann auch (a-b)" = a"- 0" firn € N (bzw. n € Ny, falls
H Monoid; n € Z, falls H Gruppe). Ist H kommutativ (d.h. Va,b € H a-b =
b-a), dann gilt Va,b € H (a-b)" =a™ - b".

Wenn die Operation von H als + geschrieben wird, dann gilt a+b = b+a =
n(a +b) = na + nb.

Satz 2.4 Sei (M,-) ein Monoid, M* = {a € M |3a’ € M mita-da =e =
a'-a} die Menge der invertierbaren Elemente. Dann ist (M*,-) eine Gruppe.

Beweis:
e BEsist M*#£0,daee M* (e-e=e=>e=¢1).

e Damit - iiberhaupt wohldefinierte Verkniipfung auf M* ist, muss M*
beziiglich - abgeschlossen sein, d.h. a € M*, b € M* = a-b € M*
gelten:

Seien a~!, b~! die Inversen. Dann gilt

(a-b)-b'aH)=a-b-bYY-at=a-eat=a-a'=¢

und analog auch (b™'-a™') - (a-b) =e. Also ist a-b € M*, das Inverse
ist b=! - a~!. Daher ist die Einschrinkung von - auf M* definiert, d.h.
<o MFx MY — M*.

e (M*,.) ist eine Halbgruppe, da die Assoziativitéat schon in M gilt. Da
e € M*und Va € M* a-e = a = e - a gilt, ist M* ein Monoid mit
neutralem Element e.

e Es bleibt zu zeigen, dass das Inverse von a € M* in M* liegt. Dies ist
jedoch der Fall, denn ¢! hat auch ein Inverses, nimlich a. Also hat
jedes a € M* ein Inverses a=! € M*.

O

BEISPIEL: Sei (X%, o) das Monoid der Funktionen f : X — X mit der
Verkniipfung (f o g)(z) = f(g(z)). Dann sind die invertierbaren Elemente
{f: X—>X|39g: X >Xgof=idx=fog}={f:X — X|f bijektiv}.
(Beweis als Ubung)

Sx = {f : X — X|f bijektiv} ist eine Gruppe beziiglich o. Besonders
wichtig ist diese Gruppe fiir den Fall X = {1,2,...,n}. Man schreibt S,
,,,,, n}, die symmetrische Gruppe vom Grad n. S, ist fiir n > 2 nicht
kommutativ.
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Charakterisierung der Gruppen innerhalb der Halbgruppen:

Proposition 2.5 Sei G # () eine Menge, - : G X G — G eine Verkniipfung,
sodass

1. Va,b,ce Ga-(b-¢c)=(a-b)-c

2. Jde € (G, sodass Va € G a - e = a (e ist rechtsneutrales Element)

3. Va e G 3d € Ga-d =e (jedes a hat ein Rechtsinverses)
Dann ist G eine Gruppe.

Beweis: als Ubung.

Proposition 2.6 Sei G # () eine Menge, - : G X G — G eine Verkniipfung,
sodass

1. Va,b,ce Ga-(b-c)=(a-b)-c

2. Va,be GIdreG: a-x=b

3. Va,be GyeG: y-a=0>
Dann ist G eine Gruppe.

Beweis: als Ubung.

BEMERKUNG: Eine Halbgruppe, in der alle Links- und Rechtstranslationen
surjektiv sind, ist bereits eine Gruppe.

BEMERKUNG: Jede Gruppe erfiillt die Links- und Rechtskiirzungsregeln, ist
also eine regulédre Halbgruppe: aus a - b = a - ¢ folgt durch Multiplikation mit
a~! von links e-b = e - ¢, also b = ¢; ebenso folgt aus b-a = ¢ - a durch

Multiplikation mit a~! von rechts b-a = ¢ - a.

BEMERKUNG: Die Links- und Rechtstranslationen L, : G — G, R, : G — G
mit L,(g) = a- g, R.(9) = g - a sind bijektiv. Es gilt L;' = L, (d.h.
L,oL, 1 =idg=L,10 La), R;l = R,-1.



Kapitel 3

Untergruppen

Definition 3.1 Sei (G,-) eine Menge mit innerer Verkniipfung, H C G.
H heiit abgeschlossen beziiglich -, wenn Va,b € G (a € HAb € H =
a-b € H). Ist H abgeschlossen beziiglich -, so definiert die Einschrankung
von - : G x G — G auf H x H eine Funktion -|gyy : H x H — H, die wir
einfach als - : H x H — H bezeichnen.

Definition 3.2 Sei (G,-) eine Gruppe, H C G, H # (. Wenn H abge-
schlossen beziiglich - ist und (H, -) die Gruppenaxiome erfiillt, dann heiit H
Untergruppe von G5 man schreibt (H,-) < (G, ) (bzw. H < G).

BEIspIEL: Jede Gruppe (G, ) hat die trivialen Untergruppen {e} und G.

BeispiEL: SL,(R) < GL,(R); (Z,+) < (R,+); (nZ,+) < (Z,+), wobei
nZ ={nk|k e Z}={l € Z|n|l}

Satz 3.3 Sei (G,-) eine Gruppe, e das neutrale Element von G, a™' das
Inverse (in G) von a, und sei H C G. Dann sind folgende Bedingungen
dquivalent:

1. HS G
2. (e€e HYANNa,be H:a-be HHAN(Na€ H :a™' € H)
3. (H#0)A(Na,be H:a-b' € H)

Beweis:

e (1. = 2.): H hat ein neutrales Element ey; in G gilt e - ey = ey,
in H C G gilt ey - ey = ey, also e - ey = ey - ey. Aufgrund der
Kiirzungsregel in G folgt e = ey, alsoe € H. a-b € H Ya,b € H gilt
jedenfalls aufgrund der Definition von H < G.

13
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Sei @’ das Inverse in H zua € H. Esgilt a-a = e, a-a™! = e, also

a-a’ = a-a~!. Aufgrund der Kiirzungsregel folgt a’ = a1, alsoa™! € H.
e (2. = 3.): klar

o (3.=1.): H # (0 ist erfiillt. Sei also c € H. Dann muss e =c-c ' € H
sein. Weiters gilt e,c € H = ¢! =¢-c' € H. Wenn a,b € H, dann
folgt b! € H, also a-b = a- (b~')"' € H, somit ist H beziiglich -
abgeschlossen.

H hat das neutrale Element e (e¢-a = a-e = a gilt fiir alle a € G, also
auch fiir a € H). Jedes a € H hat zudem ein Inverses ' in H (das
Inverse von a in G, das aber in H liegt)

OJ

BEMERKUNG: H < G = das neutrale Element von H ist das neutrale Ele-
ment von (; das Inverse eines jeden Elements in H ist das Inverse in G.
Analoges gilt fiir Monoide nicht! (trotz Eindeutigkeit des neutralen Elements)

BEISPIEL: (M3(R), ) ist ein Monoid mit neutralem Element [, = ( (1) (1) );

X = {( 8 8 ) |a € R} ist beziiglich - abgeschlossen, X # ();

X ist ein Monoid (Teilmonoid) mit neutralem Element < (1) 8 ) (# < (1) (1) )')

Proposition 3.4 Sei (G, -) eine Gruppe, H C G. Wenn H endlich ist, H # ()
und beziiglich - abgeschlossen ist, dann folgt bereits H < G.

Beweis: als Ubung.

BEISPIEL: Ny C Z ist eine unendliche, nichtleere Teilmenge, die beziiglich +
abgeschlossen ist, aber keine Gruppe!

BEMERKUNG: H K < G = HN K < G, es gilt sogar:

Proposition 3.5 Sei (G, ) eine Gruppe, und fiir eine Indexmenge I gelte
H; < G Vi € I. Dann gilt (,.; H; < G (wobei fiir I = () der leere Durch-
schnitt gleich ganz G sei, d.h. (), Hi = G).

i€
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Beweis: (),c; Hi = {9 € G|Vi g € H;}; da Vi e € H;, gilt e € ()
insbesondere (,.; H; # 0. AuBerdem gilt a,b € ()
Via-b' e H =a-b' e
Gruppe.

o1 Hi, also
s Hi = Via,be Hy =
H;. Nach Satz 3.3 ist daher (.., H; eine

iel el

O

Definition 3.6 Sei G eine Gruppe, X C G. Die von X erzeugte Untergruppe
von ( ist definiert als
(xX)= () H

H<G,XCH

(Durchschnitt aller Untergruppen von G, die X enthalten).

BEMERKUNG: Da X C G, G <G, ist {H <G| X C H} # ; wegen vorher-
gehender Proposition ist (X) eine Gruppe, und X C (X); () = Ny H =
{e}, wobei e das neutrale Element der Gruppe ist.

Lemma 3.7 Sei G eine Gruppe, X C G. Sei K C G eine Menge mit den
Eigenschaften

1. K ist Untergruppe von G, die X enthilt (K < G, X C K)

2. Jede Untergruppe von G, die X enthélt, enthélt auch K (H < GAX C
H=KCH)

Dann gilt K = (X).

Beweis: Sei K wie angegeben; aufgrund des ersten Punkts kommt K unter
den H < G mit X C H vor, deren Durchschnitt (X) ist, also (X) C K.
Wegen des zweiten Punkts gilt VH < G, X C H: K C H, also K C

anG,XgHH - <X>
O

Proposition 3.8 Sei (G, -) eine Gruppe, X C G, dann gilt:
(X)={g1-...-gn|n€Ny, Vic{l,...,n} (s € X)V(g;' € X)}

(fiir n = 0 sei das leere Produkt von Elementen das neutrale Element e)

Beweis: Sei K die rechts angegebene Menge. Wir zeigen, dass K beide Punkte
des vorherigen Lemmas erfiillt:
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1. X C K ist klar; zu zeigen bleibt, dass K eine Untergruppe ist:
e € K, da das leere Produkt in K liegt, also ist K # (). Seien a =
G- gn €K, b=g\-...-¢g,, € Kmit (3 € XVg '€ X)und
(g€ XVg ' e X). Dannista-b ' =g1-...-gn-g,, " -...-g\ " wieder
ein Produkt von Elementen aus X und deren Inversen = K < G.

2. Sei H<Gmit X CH. =Vge X: g,g! € H;seien nun gy,...,¢,
beliebig mit g; € X V g;' € X. Dann folgt g; € H (i = 1,...,n), und
da H beziiglich - abgeschlossen ist, gilt ¢; - ... g, € H, also K C H.

OJ



Kapitel 4

Nebenklassen

Definition 4.1 (Komplexprodukt) Sei (G,-) eine Gruppe, A,B C G.
Wir definieren AB :={a-b|a € A,b € B}; wenn A = {a}, schreiben wir aB
fir {a}B, also aB := {a-b|b € B}; analog Ab:= A{b} = {a-b|a € A}.

Definition 4.2 Sei G eine Gruppe, H < G. Es werden zwei Relationen
durch H auf G definiert:

apgb <= ab'e H und alyb :<— a'be H
Proposition 4.3 H <G = pg, Ay sind Aquivalenzrelationen auf G.
Beweis: fiir py:

o Reflexivitiit: Va : aa™! = e € H, also Va : a py a.

e Symmetrie: apg b heifit ab™' € H, und damit auch (ab™!)™' € H,
wobei ((ab™1)™1) = (b71)"ta™t = ba™?, also folgt b pg a.

e Transitivitit: es gelte a py b und bpyc, d.h. ab=t,bc™! € H. Dann ist
auch (ab~')(bc™') = ac™! € H, also a py c.

Fir Ay lduft der Beweis analog ab.

OJ

BEMERKUNG: py ist eine Aquivalenzrelation, also bilden die Aquivalenzklas-
sen [a],, = {b € G'|apyb} eine Partition von G, d.h. |J,..la],, = G und
Va,b € G : [a],, N[bl,, =0 V [a],, = [b],,- Fir a,b € G sind also die
folgenden Bedingungen dquivalent:

17
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1. apgbd

3. a€lbl,,
4. b e lal,,
5. [alpy N [b],y # 0
Analoges gilt auch fiir Ay (Beweis als Ubung).
Proposition 4.4 Sei G eine Gruppe, H < . Dann gilt fiir a € G:
la]y, =aH ={ah|h € H} und [a],, = Ha = {ha|h € H}

Beweis: Sei b € [a]y,, d.h. aAgb, also a™'b = h € H, damit b = ah und
b € aH; somit ist [a]y,, C aH gezeigt.

Sei umgekehrt b € aH, dann 3h € H : b = ah, also a='b = h € H und
folglich a Ay b. Somit ist auch aH C [a]y,, gezeigt.

0J
Analog folgt auch [a],,, = Ha = {ha|h € H} (Beweis als Ubung).

Definition 4.5 Sei H < G, a € G.
aH heifit Linksnebenklasse von a beziiglich H (bzw. eine Linksnebenklasse
von H).

Ha heifit Rechtsnebenklasse von a beziiglich H (bzw. eine Rechtsnebenklasse
von H).

Satz 4.6 Sei G eine Gruppe, H < G, dann ist die Anzahl verschiedener
Rechtsnebenklassen von H gleich der Anzahl verschiedener Linksnebenklassen
von H.

Beweis: Wir konstruieren eine bijektive Abbildung f : {aH |a € G} —
{Hb|b € G}, die definiert ist durch f(aH) = Ha™'.

e f ist wohldefiniert, d.h. aH = bH = f(aH) = f(bH):
Sei aH = bH. Dann folgt a Ay b = a b€ H = a (b)) € H =
atpgb™ = Ha™' = Hb™' = f(aH) = f(bH). Also ist f wohldefi-
niert.

e [ ist klarerweise surjektiv, denn Va € G: Ha = H(a )™ = f(a 'H).
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o [ ist injektiv: Ha™! = Hb™' = atpyb™?t = a'(b7))! € H =
a'be H=alyb= aH = bH.

O

Definition 4.7 Die Anzahl der verschiedenen Linksnebenklassen einer Un-
tergruppe H in der Gruppe G heifit Index von H in GG, geschrieben

G: H]:=|{aH |a € G}
Satz 4.8 (Satz von Lagrange)
H<G= |G| =[G:H| |H]|

Beweis: Va € G |aH| = |H|, denn f : H — aH, f(h) = ah, ist bijektiv
(Surjektivitit: g = f(a™'g), Injektivitdt: Kiirzungsregel). G ist die disjunkte
Vereinigung von [G : H] Linksnebenklassen. Wie festgestellt, haben diese alle
die Ordnung |H|, also folgt |G| =[G : H] - |H].

OJ

Definition 4.9 Ein Reprdsentantensystem der Linksnebenklassen von H in
G ist eine Teilmenge von G, die aus jeder Linksnebenklasse von H genau ein
Element enthélt (d.h. R C G, sodass Va € G 3lr € R mit a Ay r); analog fiir
die Rechtsnebenklassen von H.

BEMERKUNG: Sei H < G, K C H. Dann gilt K < H & K < (G. Somit ist
die Untergruppenrelation transitiv: K < HAH <G = K <.

Satz 4.10 (allgemeine Form des Satzes von Lagrange) Sei (G, ) eine
Gruppe, H < G und K < H (also auch K < G). Dann gilt

G:K|=[G:H| [H:K|

Beweis: Sei R ein Représentantensystem der Linksnebenklassen von H in

G, S ein Repriasentantensystem der Linksnebenklassen von K in H, also
|R| =[G : H], |S|=[H : K|. Wir zeigen:

1. |RS| = |R x S| = |R|-|S|

2. RS = {rs|r € R,s € S} ist Représentantensystem der Linksneben-
klassen von K in G.

Dann folgt [G : K| = |RS|=|R|-|S| =[G : H]-[H : K].



KAPITEL 4. NEBENKLASSEN 20

1. f: Rx S — RS mit f(r,s) = rs ist eine surjektive Funktion. Seien
nun 7,7’ € R und s,s € S mit rs = r’s’. Dann folgt ss'~! = r~ ¢/,
ss Ve H=rAgr' alsor =7 und somit r ' =e=s5"! = s = 5.

Folglich ist f auch injektiv und daher |R x S| = |R] - |95].

2. Sei g € G. Dann existieren r € R, h € H mit g = rh. Fiir dieses h

existieren s € S, k € K mit h = sk. AlsoVg € G Ir € R,s € S|k €
K : g = (rs)k. Also enthélt RS aus jeder Linksnebenklasse von K ein
Element.
Wenn nun rs A\g r's’, d.h. (rs)~'(r's’) € K, gilt, dann folgt s~ 'r~1r's’ =
k € K, damit r~Y' = sks'~! € H, also r \gr’ = r = r’. Daher gilt
auch e = sks’™1, also s7's' =k € K = s\g s’ = s = ', insbesondere
somit rs = 1's’. Also enthélt RS aus jeder Linksnebenklasse von K in
G genau ein Element und ist somit ein Représentantensystem.

O

BEMERKUNG: Fiir den Spezialfall K = {e} folgt der Satz von Lagrange.

BEISPIEL: H = nZ, G = Z; dann ist (H,+) < (G,+) und ap,zb < a—b €
nZ, d.h. wenn n|a —b.

n|a—b < a,bhaben denselben Rest bei Division durch n; zu jedem Rest
rmit 0 < r <mnistalso{a€Z|Ike€Z: a=nk+r}=r+nZene
Nebenklasse von nZ, und das sind auch bereits alle Nebenklassen. Ein Re-
prasentantensystem wiére 0, 1,. .., (n— 1) (Bemerkung: es ist untypisch, dass
es ein solch ,ausgezeichnetes“ Repréasentantensystem gibt).

BeispieL: S, = ({7 : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv},o); fira € {1,...,n}
ist St(a) = {7 € S, |7(a) = a}, der sogenannte Stabilisator von a unter S,

eine Untergruppe von S,, d.h. St(a) < S,. Fiir 7,0 € S, gilt dann
T Ast(a) 0 & 7o €Stla) & 1 'o(a) =a & o(a) = 7(a)

D.h., jedes b € {1,...,n} definiert eine Linksnebenklasse {m € S, |7(a) =
b} = Ky; fiir jedes m € S, mit 7(a) = b ist 7 St(a) = K.
Analog gilt

mpsi o & 1o~ €5Ka) & o a)=a & o (a) =7 (a)

D.h.,jedes b € {1,...,n} definiert eine Rechtsnebenklasse {m € S,, |7 !(a) =
b} = {m €S, |7(b) = a} = Cy; fiir jedes 0 € S, mit 7(b) = a ist St(a)m = C.

BEispIEL: SL,(K) < GL,(K) fiir einen Korper K. Fiir A, B € GL,(K) gilt:
AT'B e SL,(K) < det(A™'B) =1 < det(A) 'det(B) =1 < det(A) = det(B)
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Jedes r € K* definiert eine Linksnebenklasse

K, ={A e GL,(K)| det(A) =1}
Fiir jedes A € GL,,(K') mit det(A) = r ist A SL,,(K) = K,. Es gilt aber auch
AB™' € SL,(K) & det(AB™') =1 & det(A)det(B)™! =1 & det(A) = det(B)

Also ist VA € GL,(K) A SL,(K) = SL,(K) A (1).



Kapitel 5

Normalteiler

Definition 5.1 Eine Untergruppe N von G heif3t Normalteiler, wenn
Ya € G aN = Na

Man schreibt N < G fiir ,, N ist Normalteiler von G*.

BEMERKUNG: aN = Na heifit {ah|h € N} = {ka|k € N} (als Menge),
aber nicht Va € G, h € N ah = ha;

{ah|h € N} = {kalk € N} heiBt YVh € NIk € N mit ah = ka und
Vk € N3h € N mit ka = ah.

BEMERKUNG: Jede Gruppe hat die trivialen Normalteiler {e} und G; in einer
kommutativen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler.

Proposition 5.2 Sei GG eine Gruppe, N < (. Dann sind folgende Bedin-
gungen &dquivalent:

1. Vae GaNa™ ' =N

2. Va e G aN = Na

3. YVae GaN C Na

4. Ya € GaNa ' CN
Beweis:

e (1. = 2.): Durch Multiplikation von rechts mit a ergibt sich aNa™' =
N = aN = Na.

e (2. = 3.): trivial

22
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e (3. = 4.): ergibt sich durch Multiplikation von rechts mit a=* (wie im
ersten Teil des Beweises)

e (4. = 1.): Es gilt Ya € G aNa™' C N und - indem man a durch a™*
ersetzt — auch Ya € G e 'Na C N. Durch Multiplikation von links
mit a und von rechts mit a~! ergibt sich daraus Va € G N C aNa™!.
Zusammen folgt Va € G aNa™' = N.

OJ

BEMERKUNG: es gilt (Va € G aNa™' C N) < (Va € G aNa™!' = N),
aber nicht Va € G (aNa™! C N <= aNa™ ' = N)!

BEMERKUNG: Sei N < G. Dann gelten folgende Aquivalenzen:

NdG <= VYae GaN = Na
< Va e G [a]y, = [a],y
— (Ma,be Galyb<apyhd)
= Ay =pnN

Wenn N < @, schreibt man oft @ = b mod N (,,a kongruent b modulo N*)
fiir a Ax b bzw. a py b.

Definition 5.3 Sei (G, -) eine Menge mit innerer Verkniipfung, = eine Aqui-
valenzrelation auf G. = heifit Kongruenzrelation, wenn Va,d',b, b’ € G gilt:

a=d Nb=V = a-b=d -l

Lemma 5.4 Sei H < . Dann gilt Va,a’,b, b’ € G

1. adgad = balgbd

2. bpgt = bapyla
Beweis:

1. algd < Jh e H: o = ah; damit folgt ba’ = bah, also ba A\ ba’

2. bpyt < Jh € H: b = hb; damit folgt b'a = hba, also ba Ay b'a

O

Proposition 5.5 Sei (G, -) eine Gruppe, N <G, dann ist =, die Kongruenz
mod N (definiert durch @ = b mod N :& ab~! € N), eine Kongruenzrela-
tion.
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Beweis: Sei a = o/, b = b'. Dann folgt ab o a'b ) a't!, wobei (%) wegen
== py und (x*) wegen == Ay gilt. Aus der Transitivitéit von = folgt somit
ab=d'b.

O



Kapitel 6

Faktorgruppen/Quotientengruppen

Definition 6.1 Sei (G, ) eine Gruppe, N < G; G/N bezeichne die Menge
der Nebenklassen von N in G

G/N ={aN|a € G} ={Nala € G}

Dann heifit G/N mit der Operation (aN) - (bN) := (ab)N Faktorgruppe oder
Quotientengruppe von N in G.

Satz 6.2 - ist auf diese Weise wohldefiniert, und (G/N,-) bildet tatsdchlich
eine Gruppe.

Beweis: Die wesentliche Aussage ist jene, dass - auf diese Art wohldefiniert
ist, d.h., wenn aN = ¢’N und bN = ' N, dann muss o'’ N = abN gelten.
Dies folgt direkt aus der Definition eines Normalteilers: seien @’ = ah, b’ = bk
mit b,k € N. Dann gilt a'b’ = ahbk; da Nb = bN ist und hb € Nb, muss ein
[ € N existieren, sodass hb = bl ist. Damit folgt jedoch a'b’ = ahbk = ablk,
und da [k € N ist, ergibt sich a'b’ € abN, also o/’ N = abN.

Eine andere Moglichkeit zum Beweis lduft iiber Kongruenzrelationen: alN =
Na = [a] ist Kongruenzklasse von a beziiglich =. [a] - [b] = [a - b] ist daher
wohldefiniert, weil = eine Kongruenzrelation ist. Die restlichen Gruppenei-
genschaften folgen dann sofort aus jenen fiir G:

o Assoziativitit: ([a][b])[c] = [ab][c] = [abe] = [a][be] = [a]([b][c])
e neutrales Element ist [e] (= N): [a]le] = [ae] = [a] = [ea] = [e]]a]
e Inverses von [a] ist [a7']: [a7Y][a] = [a™'a] = [e] = [aa™!] = [a][a™]

25
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BEMERKUNG: Das neutrale Element in G/N ist [e]y = eN = Ne = N;
firae GgiltaN=N & a€&N:

[a]=N=1[e] <= a=e¢ < ae'=a€N

BEMERKUNG: Ist (G, +) eine additiv geschriebene Gruppe, dann wird die
Gruppe (G/N,+) definiert durch (a + N) 4+ (b+ N) = (a + b) + N, das
neutrale Element ist 0+ N = N, undesgilt a+ N =0+ N & a € N.

BEISPIEL: (Z,+) ist eine kommutative Gruppe, daher ist jede Untergruppe
ein Normalteiler; jede Untergruppe hat die Form (nZ,+) fir ein n € Ny.
Man schreibt die Faktorgruppe (Z/nZ,+) auch als (Z,,+). Die Addition
von (Zny, +) ist (i+nZ)+ (j+nZ) = (i+j) +nZ, bzw., wenn man fiir fixes n
die Nebenklasse i+nZ mit i abkiirzt, i+j = i + j. Ein Reprisentantensystem
der Nebenklassen ist: 0, 1,...,n — 1.

BEispIEL: GL,(K)/SL,(K) ~ K* = (K \ {0}, -) fiir einen Korper K. Es gilt
A SL,(K) ={B € GL,(K) | det(B) = det(A)} und [A] - [B] = [A - B|

[A] ist dabei jene Klasse, in der alle Matrizen Determinante a = det(A)
haben, [B] jene, in der alle Determinante b = det(B) haben, und [A - B|
jene, in der alle Determinante a - b haben. Man kann daher jede Klasse mit
dem Wert ihrer Determinante identifizieren, die Mutiplikation der Klassen
entspricht der Multiplikation der entsprechenden Determinantenwerte.



Kapitel 7

Gruppenhomomorphismen

Definition 7.1 Seien (G,-) und (H,*) Gruppen. Eine Funktion f: G — H
heiBt Gruppenhomomorphismus, wenn VYa,b € G f(a-b) = f(a) * f(b). Der
Kern von f ist das Urbild des neutralen Elements ey unter f:

Ker f:={a€G|f(a)=en}=["(en) G
Das Bild von f bezeichnen wir mit Im f:
Im f:={f(a)]ac G} =f(G)C H

Proposition 7.2 Seien GG, H, K Gruppen und eq, ey die neutralen Elemente
von G bzw. H. Dann gilt:

1. Wenn f : G — H Gruppenhomomorphismus, dann f(eg) = ey und
Vae G fla™t) = f(a)™.

2. Sind f: G — H, g: H— K Gruppenhomomorphismen, dann ist auch
go f: G — K ein Gruppenhomomorphismus.

3. Ist f: G — H ein bijektiver Gruppenhomomorphismus, dann ist auch
die Inverse von f, f~': H — G ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis:

1. als Ubung.

2. (g0 f)(ab) = g(f(ab) " "I g(F(a) (1) “TET g(f(@)(g(F(B) =
((gof)(a))((gof)(b)). Also ist auch go f ein Gruppenhomomorphismus.

27
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3. Seien a,b € H und «, 3 € G die eindeutig bestimmten Elemente mit

fl@) =a, f(B) =b. Es gilt f(af) = f(a)f(B), also f7'(f(a)f(B)) =
af = f~1(a)f~1(b). Insgesamt folgt daher

f7Hab) = (@) f(B) = [~ (a) f (D)

Also ist auch f~! ein Gruppenhomomorphismus.

BEMERKUNG:

e Ad 1.: wenn G, H Monoide sind und f : G — H die Beziehung f(ab) =
f(a)f(b) erfiillt (d.h., f ist Monoidhomomorphismus), dann muss nicht

flec) = f(en) gelten!

e Ad 3.: Ein injektiver Gruppenhomomorphismus muss keine Linksin-
verse haben, die auch Gruppenhomomorphismus ist! Ebenso muss ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus keine Rechtsinverse haben, die
auch Gruppenhomomorphismus ist.

Definition 7.3 Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus.
e Wenn f surjektiv ist, heifit f ein (Gruppen-)Epimorphismus.
e Wenn f injektiv ist, heiBft f ein (Gruppen-)Monomorphismus.
e Wenn f bijektiv ist, heift f ein (Gruppen-)Ilsomorphismus.
e Wenn G = H ist, heiflit f ein Endomorphismus von G.

e Wenn G = H und f bijektiv ist, heifit f ein Automorphismus von G.

Definition 7.4 Zwei Gruppen A, B heiflen isomorph (geschrieben A ~ B),
wenn es einen Isomorphismus f: A — B gibt.

BEISPIEL:

e det : GL,(K) — (K*,-) ist ein Gruppenepimorphismus. Der Kern ist
Ker det = SL,,(K).

e exp: (R, +) — (R, ) mit exp(a) = e* ist ein Gruppenisomorphismus.

A0

o f i GLu(K) = GLyyn(K) mit f(4) = (0 I,

monomorphismus.

) ist ein Gruppen-
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o [ (Zp,+)— S mit f(k) = e™ ist ein Gruppenmonomorphismus.

e sgn : S, — ({1,—1},-) (siehe Kapitel 12) ist ein Gruppenhomomor-
phismus.

o [:7Zy— Zy, mit f(T) = 2z ist ein Gruppenmonomorphismus, der kein
Linksinverses hat, das ebenfalls Gruppenhomomorphismus ist (Beweis

als Ubung).
Lemma 7.5 Sei f : G — H Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
1. K<G = f(K)<H
2. KAG = f(K)<f(G) (im Allgemeinen nicht f(K) < H!)
3. C<H = fY(C)<@G
4. C<H = f7HO)<@G
Beweis: als Ubung.

Korollar 7.6 Ker f <G und Im f < H.

Definition 7.7 Sei G eine Gruppe, N < G. Dann heifit 7y : G — G/N mit
nn(a) = aN die kanonische Projektion von G auf G/N.

Proposition 7.8 Die kanonische Projektion 7y : G — G/N, wy(g) = gN,
ist ein Gruppenepimorphismus.

Beweis: Die Surjektivitat von 7y ist klar. my ist ein Homomorphismus, weil
die Multiplikation in G/N durch my(ab) = (ab)N = (aN)(bN) = my(a)wn(b)
erklart ist.

OJ

Lemma 7.9 Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus, a,b € G. Dann
gilt f(a) = f(b) < a=bmod Ker f.

Beweis:

fla)=f(b) & e=fla)f(b) ' = f(ab™') & ab"' €Kerf & a=b mod Ker f
O

Korollar 7.10 Sei f Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

f injektiv <= Ker f = {e}.
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Satz 7.11 (Homomorphiesatz, 1. Isomorphiesatz) Sei f : G — H ein
Gruppenhomomorphismus. Dann gilt Ker f < G, Im f < H, und

f:G/(Ker f) — Im f,
definiert durch f(a Ker f) = f(a), ist ein Isomorphismus.

Beweis: Die Wohldefiniertheit von f ist wegen des obigen Lemmas gegeben,
ebenso die Injektivitat. Die Surjektivitdt von f ist klar. Da aulerdem

T((a Ker f)(b Ker f)) = F(ab Ker f) = f(ab) = f(a)f(b) = (a Ker f)F(b Ker f)
gilt, ist f ein Homomorphismus, insgesamt also ein Isomorphismus.
OJ

BEISPIEL: det : GL,(R) — R* ist ein Gruppenhomomorphismus. Ker det =
SL,(R) = {4 € GL,(R)|det A = 1}. det : GL,(R)/SL,(R) — R* mit
det(A SL,(R)) = det A ist ein Isomorphismus.

BEISPIEL: sgn : S, — ({1,—1},-) (siche Kapitel 12) ist ein Gruppenho-
momorphismus, Ker sgn = A, = {7 € 5, | sgnm = 1}, Im sgn = {1, -1},
sgn : S, /A, — {1,—1} mit sgn(nA,) = sgnr ist ein Isomorphismus.

BEMERKUNG: G sei eine Gruppe, N < G. Dann tritt N als Kern und G/N
als Bild eines Gruppenhomomorphismus auf, ndmlich 7y : G — G/N,
mn(a) =aN (a € Kermy < aN =N < a€N).

Wenn umgekehrt f : G — H ein Gruppenhomomorphismus ist, dann gilt
Ker fQG, Im f ~ G/ Ker f; also ist jedes homomorphe Bild von G isomorph
zu einer Faktorgruppe. Bis auf Isomorphie sind daher Faktorgruppen und
homomorphe Bilder dasselbe.

BEISPIEL: ,,Jede Faktorgruppe einer kommutativen Gruppe ist kommutativ*
ist gleichbedeutend mit ,,jedes homomorphe Bild einer kommutativen Gruppe
ist kommutativ®.
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Zyklische Gruppen

Definition 8.1 Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn Ja € G : G = (a).
Dabei ist (a) = ({a}) die von a erzeugte Untergruppe von G, definiert als
(@) = Ny<gaey H; wir wissen, dass

(a) ={a"|neZ}={..,a%at eaad,. . }
gilt. Fiir additiv geschriebene Gruppen (G, +) ist
(a) ={nalneZ}=A...,—2a,—a,e,a,2a,...}
BEISPIEL: (Z,+) ist zyklisch, denn Z = (1) = (—1).
Satz 8.2 Flir eine zyklische Gruppe G gilt:
1. Jeder Untergruppe von G ist zyklisch.
2. Jede Faktorgruppe (bzw. jedes homomorphe Bild) von G ist zyklisch.

Beweis:

1. Sei H < G = (a). Wenn H = {e}, dann ist H = (e) zyklisch, ansonsten
existiert ein m # 0 mit ™ € H. Da aus a™ € H auch a™™ = (a™)"! €
H folgt, gibt es sogar ein m > 0 mit o™ € H.

Sei n = min{m € N|a™ € H} (dieser Wert existiert, da jede nichtleere
Teilmenge von N ein Minimum hat), und sei h € H beliebig. Es gibt
ein m € Z, sodass h = a™ ist. Wir fithren nun eine Division mit Rest
durch: es gibt Werte ¢, r, sodass m =qn+1r, r,q € Z, 0 < r < n.
Wegen a”" = (a?")"'h € H und der Minimalitit von n muss r = 0
sein, also h = a? € (a"). Also ist H C (a™), und wegen a" € H gilt
(a™) C H, insgesamt also (a") = H.

31



KAPITEL 8. ZYKLISCHE GRUPPEN 32

2. Behauptung: ist f : G — K ein Homomorphismus und H < G mit
H = (X), dann gilt f(H) = (f(X)) (Beweis als Ubung). Damit folgt
dann fir G = (a) sofort Im f = (f(a)), also ist Im f zyklisch.

OJ

Korollar 8.3 Sei H < G = (a), dann ist H = {e} oder H = (a") fiir
n =min{m € N|a™ € H}.
Fiir eine additive Gruppe H < (G,+), G = (a), folgt analog H = (na) fiir
n =min{m € N|ma € H}.

Korollar 8.4 Jede Untergruppe von Z = (1) hat die Form (nZ,+) = (n)

und H < (Z,+) = H ={0} oder H = (n) mit n = min{n € N|n € H}.

BEMERKUNG: (n) (—n); fir n,m € N mit n # m gilt (n) # (m).
< p—y

) = {0}, (1) = (~1) = Z,

BEMERKUNG: Jede zyklische Gruppe ist kommutativ: a"a™ = ¢"t™ = """ =
a™a".

Satz 8.5 Jede zyklische Gruppe ist entweder isomorph zu (Z,4+) oder zu
(Z/nZ,+) fir einn € N.

Beweis: Sei G = (a) = {a"|n € Z}. Definiere f : Z — G durch f(n) = a".
Dann ist f ein Homomorphismus, da f(n+m) = a"™™ = a"a™ = f(n)f(m).
f ist surjektiv. Daher ist G ~ Z/ Ker f, also muss G isomorph zu Z/nZ fiir

ein n € Ny sein (die Mengen nZ sind die einzigen Untergruppen von Z). Fiir
n=0ist Z/nZ = Z.

O

Korollar 8.6 Ist G eine unendliche zyklische Gruppe, dann gilt G ~ (Z, +).
Ist G zyklisch mit |G| = n, dann gilt G ~ (Z/nZ,+) = (Zn,+).

BEMERKUNG: Der oben definierte Isomorphismus f hat den Kern Ker f =
{n€Z|a" = e}. Es gilt
f injektiv < Ker f ={0} & G~Z

Wenn Ker f # {0} ist, dann ist Ker f = (n), wobei n = min{m € N|m €
Ker f} = min{m € N|a™ = ¢}, und G = (a) ~ Z/n’Z.

Definition 8.7 Sei G eine Gruppe, a € G. Die Ordnung von a ist definiert
als |a| = |[(a)| (die Ordnung der von a erzeugten Untergruppe). Man schreibt
la| = oo, falls (a) unendlich ist.
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Proposition 8.8 Sei GG eine Gruppe und a € GG. Dann sind dquivalent:

L (a) Ja| = o0

(b) {m e Z|a™ = e} = {0}
(¢) {a) ~(Z,+)

2. (a) la] =
(b) {m€Z|a =e} =nl
(c) min{m e N|a" =e} =n
(d) (a) = (Zn,+)

Beweis: f: (Z,+) — (a), definiert durch f(n) = a”, ist ein Epimorphismus,
daher ist (a) ~ Z/(Ker f), wobei Ker f = {m € Z|a™ = e}. Entweder ist
Ker f = {0} (dann gelten alle Aussagen von 1.), oder es ist Ker f = (n) fiir
ein n € N (dann gelten alle Aussagen von 2.) Da entsprechende Aussagen
verschiedener Fille einander widersprechen, miissen somit alle Bedingungen
aus 1. bzw. alle Bedingungen aus 2. dquivalent sein.

O

BEMERKUNG: Ist |a| = n endlich, dann gilt a™ = e < n|m.
Ist |a| = oo, dann gilt a™ =e < m = 0.

Beweis: als Ubung.

Korollar 8.9 Es gilt a* =¢ & |a|| k
oo {1k fiir k #0).

(mit der Konvention, dass oo |0 und

BEMERKUNG: Aus dem Satz von Lagrange (H < G = |G| =[G : H]-|H|)
folgt fiir endliche Gruppen G, dass |H ]‘ |G|, insbesondere |a|| |G, also Va € G

|al
geT(k,lal)"

Lemma 8.10 Sei a* € (a) und |a| endlich. Dann gilt |a*| =

lal

——1m.
ggT(k;lal)

Beweis: a"™ =e¢ & |al|km &

OJ

Definition 8.11 (Euler’sche p-Funktion) Die Euler’sche p-Funktion ist
definiert durch ¢ : N — N, p(n) = {1 < k < n| ggT(k,n) = 1}|. Fur
Primzahlen p gilt p(p™) = p™ — p™~ . Fiir relativ prime Zahlen m,n (d.h.
ggT(m,n) = 1) gilt p(nm) = p(n)e(m).
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Korollar 8.12 Sei n = md. Dann hat die zyklische Gruppe der Ordnung n
genau ¢(d) Elemente der Ordnung d.

Beweis: Sei |[{(a)| = n. Dann ist (a) = {e = a",a,a?,...,a" '}. Die Elemente
mit Ordnung d sind genau jene a* mit 1 < k < n, fiir die ggT(k,n) = m gilt.
Das sind wiederum genau jene a* mit k = ml, 1 <1 < d und ggT(l,d) = 1.
Davon gibt es genau ¢(d) Stiick.

OJ

Korollar 8.13 Die zyklische Gruppe der Ordnung n hat fiir jeden Teiler
d|n genau eine Untergruppe der Ordnung d.

Beweis: Sei n = md und (a) die zyklische Gruppe der Ordnung n. Jedenfalls
ist (a™) eine Untergruppe der Ordnung d. Sie enthilt p(d) Erzeuger (also
Elemente der Ordnung d). Die Gruppe (a) enthélt jedoch nur ¢(d) Elemente
der Ordnung d, also befinden sich alle in (a™). Da jede Untergruppe von (a)
zyklisch ist, muss somit (a™) die einzige der Ordnung d sein.

OJ

BEMERKUNG: Der Untergruppenverband der zyklischen Gruppe der Ord-
nung n ist isomorph zum Teilerverband von n.

BEISPIEL: Betrachte die zyklische Gruppe der Ordnung 12 und ein Element
a mit |a| = 12:

\ /12\6
/l)

\
|
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Isomorphiesitze

Proposition 9.1 (Einfache Tatsachen iiber Normalteiler) Sei G eine
Gruppe. Es gelten folgende Beziehungen:

1.
2.
3.

H<G N<G = HNN<H
H<G K<Gmit KCH = K<H.
H<G, N<G = HN=NH; HN <G und N < HN

Beweis:

1.

Zu zeigen ist, dass Va € HN N, h € H gilt: hah™* € H N N. Wegen
a € HNN C H, h € H gilt jedoch hah™! € H, wegen N < G gilt
hah=* € N. Insgesamt folgt also hah~' € HN N.

. Aus K < G und K C H folgt sofort K < H. Da Vg € G,k € K

gkg™' € K ist, gilt insbesondere Vg € H,k € K gkg~' € K, also
K<JH.

. Vh € H (sogar Yh € G) hN = Nh, d.h. Vh € Hn € N dm € N :

hn = mh. Ebenso gilt Vh € Hym € N dn € N : mh = hn. Daher ist
HN ={hn|ne N,he H} C{mh|m € N,h € H} = NH und analog
NH C HN, insgesamt also HN = NH.

Es gilt HHK < G = (HK < G & HK = KH) (Beweis als
Ubung). Damit folgt HN < G. Klarerweise ist N = eN < HN, und
wegen N < G muss nach 2. auch N < HN sein.

0

Satz 9.2 (2. Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe, H < G, N <G. Dann

gilt:

H/(NNH)~ NH/N

35
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BEMERKUNG: Die Motivation fiir diesen Satz ergibt sich daraus, dass man
H/N bilden mochte, aber im Allgemeinen N ¢ H ist. Dies kann auf zwei
Arten repariert werden: man kann N zu N N H verkleinern oder H zu HN
vergroBern. Der Satz zeigt, dass beide Varianten gleichwertig sind.

Beweis: NNH<WH und N <N H sind erfiillt. Wir betrachten nun die Funktion
¢ : H— NH/N, definiert durch ¢(h) = Nh. ¢ ist dann ein Gruppenhomo-
morphismus: ¢(gh) = N(gh) = (Ng)(Nh) = ¢(g)e(h).

¢ ist surjektiv, da NH/N = {Ng|g € NH} = {Nnh|n € N,h € H} =
{Nh|h € H} = Imy ist. Also ist g : H/(Kerp) — NH/N ein Isomorphis-
mus (Nach Satz 7.11). Aus der Tatsache, dass Kerp ={h € H| Nh =N} =
{he H|he N} = HnNN ist, folgt die Behauptung.

OJ

BEMERKUNG: HN/N = {gN|g € HN} = {¢gN |g € H}, da fir g = hn,
h € H,n e N gilt: gN = hnN = hN; aber aus gN € HN/N = {gN |g € H}
folgt nicht, dass ¢ € H, sondern nur g € HN!

BEMERKUNG: Wenn N I G, H < G mit N C H gilt, dann ist N < H und
H/N ={hN|h € H} <{gN|g € G} = G/N (die Multiplikation in H/N
ist gegeben durch (hN)(h'N) = (hh')N; dies ist lediglich die Einschrankung
der Multiplikation in G/N auf H/N). Wenn zusétzlich H < G ist, dann gilt
auch H/N <G/N: aus hN € H/N und gN € G/N folgt namlich:

(gN)(hN)(gN)~' = (gN)(hN)(¢g~'N) = (ghg ")N € H/N

da wegen H < G ghg™' € H ist. Wir werden sehen, dass jede Untergruppe
(jeder Normalteiler) von G/N die Form H/N mit H < G (bzw. H < G) hat.

Satz 9.3 Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus und N I G mit
N C Ker f. Dann emistiert eine Funktion f : G/N — H, sodass f = f o my,
wobei my : G — G/N die kanonische Projektion ist. D.h., das folgende
Diagramm kommutiert:
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Beweis: Die Funktion f, die durch f(gN) = f(g) definiert ist, erfiillt die
Bedingung;:

e [ ist wohldefiniert: ¢’ € gN = ¢ = gn fiir ein n € N, also f(¢') =
flgn) = f(9)f(n) = f(g), da wegen N C Ker f f(n) = e ist.

e f ist ein Homomorphismus: f((gN)(¢’N)) = flg¢'N) = f(g99") =

f(9)f(g') = f(gN)f(g'N)
e Va € G: f(ny(a)) = f(aN) = f(a), dh. fory = f.
O

Lemma 9.4 Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, a € G, A C G,
C C H, dann gilt:

L f7(f(a)) = a Ker f

2. fH(f(A) = AKer f

3. f(fHC))=CNIm f
Beweis: als Ubung.

Satz 9.5 (Korrespondenzsatz) Seien G, H Gruppen, f : G — H ein
Gruppenepimorphismus (also surjektiv), K := Ker f. Wir definieren

Ux(G) = {A|A< G, K C A}

UH) ={C|C<H}
Ng(G):={N|N<G, K C N}
N(H) :={M|M S H}
Es gilt:

1. e ¢:UK(G) — U(H), definiert durch p(A) = f(A), ist eine bijek-
tive Funktion.

e U :U(H) — Uk (G), definiert durch (C) = f~1(C), ist die Um-
kehrabbildung von ¢.

® Vlnvy) : Nk(G) — N(H) ist bijektiv mit der Umkehrabbildung
Ul N(H) = N (G).
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2. VA, B € Uk (G) (Untergruppen mit K C A, K C B) gilt:
A< B = f(A) < f(B) und, falls A< B, dann [B : A = [f(B) : f(A)]
A4B < f(A) < f(B) und, falls A< B, dann B/A ~ f(B)/f(A)

Beweis:

1. A< G = f(A) < H, also definiert p(A) = f(A) eine Funktion
v :Uk(G) = UH).
AQG = f(A)<dIm f = H, da f surjektiv ist, also ist auch |y (q) :
Nk (G) — N (H) eine Funktion.

C <H = f1C) <G, alsoist auch v : U(H) — Uxg(G) eine

Funktion.

C<H = [}C) <G, also ist auch ¢|y) : N(H) — Nk (G) eine
Funktion.

Sei nun A € Uy (G). Dann ist Y o p(A) = f1f(A) = AKer f = A, da
Ker f C A.

Sei umgekehrt C' € U(H). Dann ist ¢ o)(C) = ffHC)=Im fNC =
C, da f surjektiv ist.
Also sind ¢ und v bijektiv und invers zueinander.

2. AB<G = f(A),f(B) < H ist bereits bekannt. Ist A C B, dann
folgt f(A) C f(B) und somit f(A) < f(B).
Ist umgekehrt f(A) < f(B), dann folgt: f(A) C f(B) = A =
JUf(A) C fU(B) = B (weil K C A, B).
Sei nun A <4 B. f|g: B — f(B) ist ein Epimorphismus. Wendet man
auf diesen 1. an, ergibt sich f(A) < f(B). Ist umgekehrt f(A) < f(B),
dann folgt (f|5) *f|s(A) = A Ker f|p = A< B.
Es bleibt zu zeigen, dass [B : A] = [f(B) : f(A)] ist, falls A < B:
g:{bAlbe B} — {cf(A)|c e f(B)} mit g(bA) = f(b)f(A) ist eine
Bijektion:

e g ist wohldefiniert: bA = 0'A = f(b)f(V)~t = f(bb'™1) € f(A),
da bb'~! € A, also ist f(b)f(A) = f(V)f(A).
e ¢ ist surjektiv: trivial
e ¢ ist injektiv:
g(bA) = g(t'A) = f(O)F) = fOV") € f(A)

= Whe fUFONT) C T (A) = A
= bA=VA
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Also folgt [B : A] = [f(B) : f(A)]. Ist zudem A < B, dann ist g sogar

ein Homomorphismus, denn dann gilt
g((PA)(V'A)) = g(bb'A) = f(bV)f(A) = f(b)f(V)f(A)
= fO)f(AFO)f(A) = g(bA)g(b'A)
Damit folgt dann B/A ~ f(B)/f(A).

Bilder und Urbilder unter der kanonischen Projektion:

BEMERKUNG: Sei N <G und 7y : G — G/N, wy(a) = aN, die kanonische
Projektion. Dann gilt fiir eine Menge A C G:
mnv(A) = {aN|ae€ A}
= {alle Nebenklassen von N, die einen Représentanten in A haben}
{ODN|be G,bNN A # 0}
= AN/N C G/N
Fiir eine Menge C' C G/N, C = {bN | b € B}, gilt umgekehrt:
v (C) = {a€G|aN € C}
= |Jav=[JoN
aNeC beB

Wenn H < G mit N C H gilt, dann ist ny(H) = HN/N = H/N (N C
H = HN = H).

Satz 9.6 (3. Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe, N < G. Wir definieren
weiters

Uy(G)={H<G|NCH} undU(G/N)={K|K <G/N}

Dann ist ¢ : Un(G) — U(G/N) mit o(H) = H/N eine Bijektion mit der
Umkehrabbildung ¢ : U(G/N) — Un(G) mit (K) = 7y (K) = U, yer oV
Auperdem gilt fir H € Un(G) die Aquivalenz H <G < H/N <G/N, und
wenn H <G, H € Un(G), dann gilt

G/H =~ (G/N)/(H/N)

Beweis: Dies ist lediglich der Korrespondenzsatz, angewandt auf den Epimor-
phismus 7.

BEMERKUNG: Aus dem Korrespondenzsatz folgt auch [G : H| = [(G/N) :
(H/N)], falls H < G (nicht notwendigerweise ein Normalteiler) mit N C H

1st.
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Untergruppen mit trivialem
Durchschnitt

Definition 10.1 Seien A, B < G. Der Durchschnitt A N B heifit trivial,
wenn AN B = {e}.

Proposition 10.2 Sei G eine Gruppe, H, K < G. Wenn HNK = {e}, dann
gilt Vg € HK 3!(h,k) € H x K mit g = hk.

Beweis: hk = 'k’ = KW'h =kk' € HN K, daher ist e = K’ ~'h = k'k!
und somit h = h', k=K.

O

Proposition 10.3 Seien H, K < G, |H|,|K| endlich und H N K = {e}.
Dann gilt |HK| = |H||K]|.

Beweis: Da Vg € HK 3!(h,k) € H x K mit g = hk,ist ¢ : H x K — HK
mit o(h, k) = hk bijektiv. Also ist [HK| = |H x K| = |H||K].

O

wenn

BEMERKUNG: Sind H, K < G, dann gilt |HK| = |H|[K : (HNK)
|

|H|, | K| endlich sind, dann ist [K : (H N K)| = ‘hl,ﬂﬂ also |[HK| =

J; w
HllK

Beweis: als Ubung.

Korollar 10.4 Ist G endlich, H, K < G und H N K = {e}, |H||K| = |G|,
dann ist G = HK.
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Beweis: Aus |H||K| = |G| folgt |HK| = |G|, zudem ist HK C G. Da G
endlich ist, folgt daraus HK = G.

OJ

Proposition 10.5 Seien H, K < G Normalteiler mit H N K = {e}. Dann
gilt Vh € H,k € K: hk = kh.

Beweis: hk(kh)™' = (hkh™Y)k™' € K, weil aus K < G hkh™! € K folgt.
Ebenso gilt hk(kh)™' € H, also hk(kh)™' € HN K = {e}. Damit ergibt sich
hk(kh)™ =e = hk =kh

O

BEMERKUNG: Diese Tatsache gilt nur, falls H und K Normalteiler sind!

Proposition 10.6 Secien H, K < G, |H|, | K| endlich und ggT(|H|, |K|) = 1.
Dann haben H und K trivialen Durchschnitt.

Beweis: Sei a € HN K. Nach dem Satz von Lagrange gilt |a ‘ |H| und |al ‘ |K|.

Daher muss |a||]l und somit |a| =1 = a = e gelten.

O

BEMERKUNG: Alles, was aus H N K = {e} folgt, folgt damit auch aus
geT(|H,|K]) = 1.

Proposition 10.7 Seien a,b € G, |al,|b| endlich, ggT(|a|, |b]) = 1 und ab =
ba. Dann folgt |ab| = |al|b].

Allgemeiner gilt: falls a,b € G, (a) N (b) = {e} und ab = ba gilt, dann folgt
|ab| = kgV(lal, [b]).

Beweis: als Ubung.
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Direktes Produkt zweier
Gruppen

Definition 11.1 Seien H, K Gruppen. Die auf der Menge Hx K = {(h, k) | h €
H,k € K} durch (h,k)- (R, k") :== (hh', kk') definierte Gruppe heiit (dufiere)
direkte Summe von H und K (geschrieben H @& K') oder (auBeres) direktes
Produkt von H und K (geschrieben H x K).

BEMERKUNG: H x K ist tatséchlich eine Gruppe:
e Assoziativitét: klar.
e Neutrales Element: e := (ey, ex) erfiillt die Bedingung.
e Inverses Element: (h, k)~ := (b1, k1) erfiillt die Bedingung.

Proposition 11.2 H x (K xG) ~(H x K) x G

Beweis: ¢ : H x (K x G) — (H x K) x G mit ¢(h, (k,g)) = ((h,k),g) ist
offensichtlich ein Isomorphismus.

O

Proposition 11.3 Seien H, K Gruppen.

l.eg : H — H x K mit eg(h) = (hye) und ¢ : K — H x K
mit ex(k) = (e, k) (die Einbettungen) sind Gruppenmonomorphis-
men; dabei ist H ~ Imey = {(h,e)|h € HY = H x {e} = H und
K~Tmeg = {(e;k) [k e K} ={e} x K = K.

2. HK<HxKmit HNK = {(e,ex)} = {e} und HK = H x K.
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3. py: HxK — H mit py(h, k) = hund pg : HxK—>Km1tpK(h k) =
k (die Projektionen) sind Gruppenepimorphismen; Ker py = K Ker px =
H, also K,.H<H x K.

Beweis: trivial.

BEMERKUNG: Fiir h = (h, €) e Hund k = (e, k) € K folgt aus H, K<SHx K,

HN K = {e}, dass hk = kh; dies ergibt sich auch direkt aus (h, e)(e, k) =
(h, k) = (e, k)(h,e).

Satz 11.4 (Innere direkte Summe) Wenn G eine Gruppe ist, H < G,
K <G mit HN K = {e} und HK = G, dann gilt G ~ H x K, wobei
v: Hx K — G mit p(h, k) = hk der Isomorphismus ist.

Beweis:

e ¢ ist Homomorphismus: ¢((h, k)(R', k")) = p((hh',kE")) = hR'kK'; da
Normalteiler mit trivalem Durchschnitt elementweise kommutieren, gilt
Wk =kl also p((h,k)(W' k') = hh'kk' = hRkWE = o((h, k))p((h', K')).

e ¢ ist surjektiv, da G = HK.

o ¢ ist injektiv: p(h, k) = oW, k') = hk=hkK = W 1h=FkKk"'¢e
HOK={c¢} = h=HW k=K

O

BEMERKUNG: Wenn also H <G, K <G mit HK = G, HN K = {e} gilt,
dann folgt Vg € G J!(h, k) € H x K mit g = hk, und wenn g = hk, g = bk
mit h,h' € H und k, k' € K, dann ist g¢' = hkh'k' = hhW'kE', d.h., die H-
und K-Anteile werden unabhéngig multipliziert.

BEMERKUNG: Wenn N <G und H < G (nicht notwendigerweise auch H<1G!)
mit NH = G und H N N = {e} gilt, dann hat ebenso jedes Element g € G
eine eindeutige Darstellung der Form g = nh mit h € H,n € N, und es gilt:
nhn'h = n(hn’h=Y)hl' (hn'h~' € N, weil N Normalteiler ist).

Proposition 11.5 Sei G eine Gruppe, a € G. Dann ist ¢, : G — G mit
0a(r) = ara™' (Konjugation mit a) ein Automorphismus auf G.

Beweis:

1 1

e p.(gh) = agha™ = aga"taha™' = ©.(g)pa(h), also ist ¢, ein Homo-

morphismus.
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® v, 0 p,—1 =1id und ¢,-1 0, = id, also ist ¢, bijektiv.
O

Definition 11.6 Ein Automorphismus der Form ¢, fiir ein a € G heifit
innerer Automorphismus.

BEMERKUNG: Aut(G) = {¢ : G — G| ist Automorphismus} ist eine
Gruppe beziiglich o. Das Bild von G unter der Abbildung a — ¢,, InG =
{¢a|a € G} < AutG, ist eine Untergruppe.

BEMERKUNG: Ist H < G, dann gilt H <G < Ya e G ¢,(H) = H.

Definition 11.7 Sei G eine Gruppe, a,b € G. a heifit zu b konjugiert, wenn
JgeG: a= gbg™!, man schreibt a ~g b. ~¢ ist eine Aquivalenzrelation,
die Aquivalenzklassen heiflen Konjugiertenklassen.

BEMERKUNG: H < (G ist genau dann Normalteiler, wenn H Vereinigung
ganzer Konjugiertenklassen ist.
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Die symmetrische Gruppe

Definition 12.1 Sein = {1,...,n}. Die Menge aller bijektiven Abbildungen
von n auf sich (Permutationen von n) bildet beziiglich der Verkniipfung o

eine Gruppe der Ordnung n! = n(n—1)...1, die symmetrische Gruppe vom
Grad n, kurz S,.

Definition 12.2 7 € S, heiit r-Zyklus, wenn es ay,...,a, (paarweise ver-
schieden) in n gibt, sodass w(a;) = ag, 7(az) = as, ..., 7(a,) = a; und 7(a) =
a fiir alle anderen a € n gilt. Wir schreiben in diesem Fall 7 = (ajas. .. a,).
r heiflt Ldnge des Zyklus.

BEMERKUNG: Man kann den Zyklus auch mit einem anderen a; beginnen,
z.B. m = (agas...a.a1), es gibt also r dquivalente Schreibweisen fiir jeden
r-Zyklus.

Definition 12.3 Zwei Permutationen m, o heiflen disjunkt, wenn

{i|x (@) #i} N {jlo(j) #i} =10
Lemma 12.4 Disjunkte Permutationen kommutieren, d.h. fiir disjunkte 7, o

gilt mo = om.

Beweis: Sei A = {i|n(i) # i} und B = {j|o(j) # j}. Dann ist AN B = 0.
Fiir a € A gilt auch 7(a) € A, da 7 bijektiv ist. Somit sind a,7(a) ¢ B, und

es folgt m(o(a)) = w(a) = o(n(a)) und analog fir b € B w(o(b)) = o(mw(b)).
Fiir ein ¢ € n \ (AU B) gilt wiederum 7(o(c)) = w(c) = ¢ = o(c) = o(n(c)))
Also ist mo = o.

O

Satz 12.5 Jede Permutation ist als Produkt disjunkter Zyklen darstellbar.
Diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Reithenfolge der Zyklen und die
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r verschiedenen Schreibweisen eines jeden r-Zyklus, wenn man festlegt, dass
auch alle 1-Zyklen (Fizpunkte) angeschrieben werden.

Beweis: Sei a € n. Betrachte die Folge ag = a, a;11 = 7(a;). Da n endlich ist,
muss es ein minimales k > 0 geben, sodass aj = a; fiir ein j < k. Angenom-
men, es ware j # 0. Dann folgt aus 7(a;j_1) = a; = a, = m(ax_1) wegen der
Injektivitat von 7, dass a;_1 = aj_1, im Widerspruch zur Minimalitét von &.
Also muss j = 0 sein.

Man schreibt nun den Zyklus (ag...ax—1) an und iteriert diesen Vorgang
mit einem by € n \ {ao, ..., ar—1}. Wegen der Injektivitét von 7 ist der neue
Zyklus disjunkt zum vorigen.

Der Vorgang bricht mit einer Menge von Zyklen ab, in der jedes a € n genau
einmal vorkommt. 7 ist das Produkt dieser Zyklen.

OJ

BEMERKUNG: Das Inverse wird in der Zyklendarstellung einfach gebildet,
indem man alle Zyklen umkehrt, d.h. aus (ajas...a,) wird (a,a,_1 ...a;).
Fiir disjunkte Permutationen gilt 70 = o = (7o) ' = 'n =710
Definition 12.6 Der Zyklentyp einer Permutation = € S, ist [tq,. .., t,] mit
t; := Anzahl der i-Zyklen in der Darstellung von 7 als Produkt disjunkter
Zyklen.

Lemma 12.7 Zwei Permutationen 7,0 sind genau dann konjugiert (d.h.
dpeS,:0=prp '), wenn 7,0 vom selben Zyklentyp sind.

Beweis: ,=“: Sei ¢ = prp~'. Dann gilt fiir 4,5 mit 7(i) = j: o(p(i)) =
p(r(i)) = p(j). Dh, m:i— 35 = o :p(i) — p(j). Also fithrt Ersetzen
von i durch p(7) in der Zyklendarstellung von 7 zur Zyklendarstellung von
o. Somit haben 7 und ¢ denselben Zyklentyp.

,<=": Seien m,0 vom selben Zyklentyp. Man schreibt =, untereinander,
sodass Zyklen gleicher Lange untereinander zu stehen kommen:

™ = (. D
o = ())0) ...
p sei jene Funktion, die jedes a € n auf das darunterliegende abbildet. Dann
ist p bijektiv; auerdem gilt 7 : i — j < o : p(i) — p(j), d.h. o(p(i)) =
p(m(i)) Vi € n und somit o = prp~ 1.

O

BEISPIEL: Sei m = (34)(125)(6) und o = (56)(134)(2). Fiir p = (1)(23546)
gilt: 0 = prp~L.
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Korollar 12.8 Jede Konjugiertenklasse besteht genau aus allen Permuta-
tionen eines Zyklentyps.

Korollar 12.9 Eine Untergruppe von S, ist genau dann ein Normalteiler,
wenn sie eine Vereinigung von vollstindigen Konjugiertenklassen ist, d.h.
wenn sie zu jedem Element auch alle Permutationen desselben Zyklentyps
enthélt.

Definition 12.10 7 € S, heif3t Transposition, wenn Ja, b € n, a # b, sodass
m(a) =b, 7(b) =aund Vj € n \ {a,b} 7(j) = j, d.h. 7 = (ab).

Lemma 12.11 Jedes m € S, ist als Produkt von Transpositionen darstell-
bar.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass jeder Zyklus als Produkt von Transposi-
tionen darstellbar ist. Dies ist jedoch der Fall:

(aras...a,) = (a1a,)(a1a,—1) . .. (a1a3)(araz)

Definition 12.12 Fiir 7 € S,, ist
sgnm = H —W(Z)_ - 7T<‘7)
o L=
{i.d}
wobei das Produkt iiber alle ungeordneten Paare {7, j} lduft.

BEMERKUNG: sgn nimmt nur Werte £1 an! (alle ungeordneten Paare kom-
men sowohl im Z#hler als auch im Nenner je einmal vor)

Lemma 12.13 Ist 7 = (ab) eine Transposition, dann ist sgnm = —1.

Beweis:

m(a) — m(b) m(a) = 7(j) 7(b) — 7(j) (1) —7(5)
py = 0 . ) = mJ)
en(a?) | e [l =
j#{a,b} {i.5}
{i.7}n{a,b}=0
_ b-a b—ja—j 11—
- M 1=
i#{a.b} {ij}

{i,i}n{a,by=0
= (-1)-1-1=-1
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Lemma 12.14 sgn(no) = (sgn7)(sgno)

Beweis:
sgn(mo) = HW(U(i)zij(U(j))
{i.5}
m(0(i) = 7(a(j)) y7 o)) = o(j)
=0 =0 17—
= sgn(m)sgn(o)

OJ

Korollar 12.15 Wenn 7 ein Produkt von m Transpositionen ist, dann ist
sgn(m) = (—1)™; die Paritdt der Anzahl der Transpositionen in der Darstel-
lung von 7 ist eindeutig.

Definition 12.16 m € S, heifit gerade, wenn sgnm = 1, ungerade, wenn
sgnm = —1.

Definition 12.17 A, :={r € S, | sgnm = 1} heiit die alternierende Grup-
pe vom Grad n.

BEMERKUNG: Weil sgn(mo) = (sgn)(sgno), ist A,, abgeschlossen beziiglich
.. Da A,, endlich ist, muss daher A,, eine Untergruppe sein, d.h. A4, < S,,.

Lemma 12.18 4, < S,
Beweis:

1. Variante: Da sgn 7 nur vom Zyklentyp abhéngt, besteht A,, aus vollstandi-
gen Konjugiertenklassen.

2. Variante: [S, : A,] =2 = A, ist Normalteiler (die einzigen Links-
nebenklassen miissen A, und S, \ A, sein, dies sind jedoch auch die
einzigen Rechtsnebenklassen).

3. Variante: Weil sgn : S,, — ({1,—1},-) ein Gruppenhomomorphismus
ist und A,, = Ker sgn ist, ist A,, ein Normalteiler.

OJ
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BEMERKUNG:
Ad 1.: Da
(arasz...a,) = Ealar)(alar_l) . (alazl
r—1 Trangg)ositionen
ist, gilt:

e Ein r-Zyklus mit » = 0 mod 2 ist eine ungerade Permutation.
e Ein r-Zyklus mit r = 1 mod 2 ist eine gerade Permutation.

D.h.: fiir 7 mit Zyklentyp [t1,...,t,] ist sgnm = (—1)f2*tat



Kapitel 13

Direktes Produkt und direkte
Summe von Gruppen

Definition 13.1 Sei [ eine nichtleere Menge und fiir jedes i € I eine Gruppe
G; gegeben. Wir verallgemeinern das direkte Produkt von Gruppen durch die
Definition

116 ={(g)icilgi € Gifiwie I} ={g:1— |JGil|g(i) € Gi}
i€l icl
D.h., ein Element von [[, ., G; ist eine Zuordnung eines Elements g(i) =

g; € G; zum Index i fiir jedes ¢ € I. Auf dieser Menge definieren wir die
Multiplikation durch komponentenweise Multiplikation:

(9i)ier - (hi)ier = (gihi)ier

Proposition 13.2 Sei G; eine Gruppe fiiri € 1. Dann ist [ [, ; G; eine Grup-
pe mit dem neutralen Element e = (e;);c; und dem Inversen ((g;)icr)™ =
(9; Vier. T1ie; Gi ist genau dann kommutativ, wenn alle G; kommutativ sind.

Beweis: trivial.

Definition 13.3 Sei G; eine Gruppe fiir i € I, [[,.; G; das direkte Produkt.
Fiir j € I heifit

py: []Gi = G mit p((9)ier) = 95
iel
die Projektion auf den j-ten Faktor G; und

g 1=]

g; G — HGi mit £5(g) = (gi)ier, Wobel g; = {eci i F]

el

die Einbettung des j-ten Faktors G in [],.; G;.
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Proposition 13.4 p; ist ein Gruppenepimorphismus, ¢; ist ein Gruppen-
monomorphismus. G; = {(gi)icr | gi = eg, firi # j} = Ime; >~ G, ist ein
Normalteiler von [, Gi.

Beweis: als Ubung.

Satz 13.5 (Universelle Eigenschaft des direkten Produkts) Fir i €
I sei Gy eine Gruppe, P = [[..;Gi, p; : P — Gj die Projektion auf den
j-ten Faktor. Dann gilt:

Fiir alle Gruppen H und alle Mengen {f; - H — G;|i € 1} von Gruppen-
homomorphismen gibt es genau einen Homomorphismus f : H — P mit
Vi€l pjof=f;, dh. das folgende Diagramm kommutiert:

f

H e

i
pj

Gj
Beweis: p;(f(h)) = f;(h) Vj = f(h) = (fi(h))ier, also kann es hochstens

einen solchen Homomorphismus geben, namlich f : H — P definiert durch
f(h) = (fi(h))icr. Dann gilt tatséchlich fiir alle j: p;(f(h)) = p;((fi(h))ier) =

fj(h). Es bleibt noch zu zeigen, dass f ein Homomorphismus ist:
f(hk) = (fi(hk))icr = (fi(h) fi(k))ier = (fi(R))ier(fi(k))ier = f(h)f(K)
OJ

Definition 13.6 Sei I # () eine Menge und fiir jedes ¢ € I eine Gruppe G;
gegeben. Die direkte Summe der Gy, Y .., G; (oder @,.; G;), ist

{(a;)ier | a; € G; fur i € I A nur fiir endlich viele i € I ist a; # eg, }

mit der komponentenweisen Multiplikation (a;)ier - (bi)icr = (@ib;)ier-
Sie kann als Untergruppe von [, ., G; aufgefasst werden:

Z G; = {(ai)ier € H G | fiir hochstens endlich viele ¢ € [ ist a; # eg, }

i€l icl

BEMERKUNG: ) .., G; <], Gi.
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Definition 13.7 Sei G; eine Gruppe fiir i € I, >
Fiir j € I heift

.1 Gi die direkte Summe.

pi: Y Gi— G mit p;((g:)ier) = 9j
icl
die Projektion auf den j-ten Summanden G; und
1=17
gj: Gy — ZGi mit €;(g) = (gi)ier, wobei g; = g , j
die Einbettung des j-ten Summanden G, in ), ; G;.

Proposition 13.8 p; ist ein Gruppenepimorphismus, €; ist ein Gruppenmo-
nomorphismus. G; = {(¢;)ier | 9; = eq, fir i # j} = Ime; ~ G; ist ein Nor-
malteiler von ;. Gy > i, Gi = (U, Gj) wnd Vi G300 (Ujcr iy Gj) = {e}-

Beweis: als Ubung.

Satz 13.9 (Innere direkte Summe) Sei (G,+) eine Gruppe, I # 0 eine
Menge und fir i € I sei N; < G. Wenn die Bedingungen

1. Viel N; <G
2.Vjel N;n{U

3. G = (Uiesr Vi)
gleichzeitig gelten, dann gilt

iel i) Ni> = {0}

(a) Fir g; € N;, g; € N; miti # j ist g; + g; = g; + G-

(b) Jedes g € G hat eine Darstellung g = g, + ...+ ¢;, mit g;, € N;, und
i # 15 fir k # J.

(c) Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge und eventuell eingefiigte

Summanden g;; = 0 eindeutig.

Auferdem ist dann Y, ; N; ~ G, wobei ¢ : > .., Ny — G mit p((g;)icr) =
Gi, + ...+ gi, (dabei ist {iy,...,i,} = {i € I|g; # 0} =: Suppyg) der

Isomorphismus ist.
Beweis:

(a) Nach 1. und 2. sind N; und N; Normalteiler mit trivialem Durchschnitt
und kommutieren daher elementweise.
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(b) Wegen 3. hat jedes g € G eine Darstellung der Form g = ¢;, + ...+ g;,,
wobei die 75 aber nicht notwendigerweise verschieden sein miissen. Wegen
(a) kann man die g;, aber so vertauschen, dass alle g;, aus demselben N;
nebeneinanderstehen. Dann kann man sie zu einem Element zusammen-
fassen.

(c) Angenommen, es sei g;, +...+gi, = g;, +...+g; mit gi;,g; € N;;, wobei
die i; paarweise verschieden seien (gegebenenfalls stellt man geeignet um
und fiigt Nullen ein, um links und rechts Elemente derselben Gruppen
stehen zu haben). Dann folgt:

—0i, 90 =Gt G — G — = i € Niy N U N;)
i€l i
Wegen 2. muss daher —g; + g;;, = 0, also gj, = g;,, sein. Nun kann man
auf beiden Seiten kiirzen und erhélt induktiv, dass g,fj = g;, fiir alle j ist.

Sei nun ¢ wie oben definiert, wobei ¢(0) = 0 gesetzt wird. Dann ist ¢ wegen
(b) und (c) bijektiv. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ ein Homomorphismus ist:
Zunichst sei bemerkt, dass fiir ein Element (g;)ier € > ,c; Vi und eine be-
liebige endliche Menge {j1,...,Jm}, die Suppg enthélt, auch ¢((g;)icr) =
gj, + ...+ g;,, ist, da ja g;, = 0 fiir ein j & Supp g ist.

Seien nun (g;)ier, (hi)ier zwei Elemente von ) .., Nyund K = {ky, ..., kp} =:
(Supp g) U (Supp h). Dann ist jedenfalls fiir alle s € I\ K g; + h; = 0, d.h.
i & Supp(g + h), also Supp(g + h) C K. Es folgt:

©((gi)ier + (hi)ier) = @((gi + hi)ier)
= (Gry +Py) + oo+ (Ghy, + Pk

—
*
~

gk1++gkm+hk1++hkm
= @((gi)ier) + ©((hi)ier)

Man beachte, dass gy, und hy, nicht kommutieren miissen, der Schritt (x)
ist also keineswegs trivial. Man kann dennoch leicht von der einen auf die
Darstellung kommen: hinter jedem hy, stehen nur Elemente aus den Gruppen
N; mit ¢+ > k;, daher kann man der Reihe nach alle hj, durch geeignete
Vertauschungen nach hinten verschieben, bis alle gy, vor allen hy, stehen.

0J

Satz 13.10 (Universelle Eigenschaft der direkten Summe) Seil # ()
eine Menge und fir i € I sei (G, +) eine Gruppe. Dann gilt fir alle kommu-
tativen Gruppen (K,+) und alle Mengen {f; - G; — K |i € I} von Gruppen-
homomorphismen, dass es genau einen Homomorphismus f : .., G; — K
mitVj € I foe; = f; gibt, d.h. das folgende Diagramm kommutiert:
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i

G—1> K

€j

> Gi

Beweis: Sei g = (¢;)ies und {iy,...,7,} derart, dass g; = 0 fiir alle i ¢
{i1,... iy} ist. Dann ist ¢ = €;,(g;,) + ... + €,(¢i,), und es muss daher
gelten:

flg) = flei(9s)) + .+ flei,(9in) = [ (gi) + - + fi,(9in)

Also gibt es hochstens einen solchen Homomorphismus, namlich f : .., G; —
K mit f((gi)ier) = fi(91) + - + fi(9s,) fir {ir,...,in} = Suppg (und
f£(0) =0). Weil K kommutativ ist, kommt es dabei nicht auf die Reihenfolge
der Summanden an, f ist daher jedenfalls wohldefiniert. Es bleibt jedoch zu
zeigen, dass f ein Homomorphismus ist:

Seien dazu g = (g;)icr und h = (h;);er gegeben und {i1,...,i,} = (Supp g) U
(Supp h).

f((gi)ier + (hi)ier) = f((gi
= fi(giy + hiy) + .o+ fi, (g, + hi)
= fir(9ir) + fir (B ) oot fin(gin) + fin (hiy,)
KRR (90) o Fi(gi) + o (hi) o f ()
= f (91)261) + f(( z)ze[)

+ hz)ze[)

O

BEMERKUNG: Wenn H; < G; fiir @ € I, dann ist [[,c, Hi ~ {(a)icr €
Hie[ G; | a; € Hz} < Hie[ G;.

Ebenso gilt } .., H; ~ {(a;)ier € >_,c; Gi|lai € Hi} <> °,.; G;. Man schreibt
daher [[,., H; <[l,c;Giund >, ., H; <3 .., G

Dies sind jedoch keineswegs alle Untergruppen von [[,., G; bzw. Y .., G,
z.B.ist ja ) .., Gi < [],c; Gi nicht von dieser Form. Auch {(g,9)|g € G} <
G x @G ist nicht von dieser Form.
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Satz 13.11 Sei I # () eine Menge und fiir jedes i € I seien Gruppen G;, H;
und ein Homomorphismus f; : G; — H; gegeben. Dann ist f =: [[.c; fi :
[Lic: Gi = 1licr Hi, definiert durch f((9i)icr) = (fi(9i))ie1, ein Gruppenho-

momorphismus mit
f (Z Gi> > H

icl iel
Ker f = {(¢i)ier | 9: € Ker f; Vi} = HKer fi
i€l
und

Im f = {(hi)ier | hs € Im f; Vi} = [ [Im £;

iel
Insbesondere ist f genau dann ein Epi- bzw. Monomorphismus, wenn al-
le fi Epi- bzw. Monomorphismen sind. Weiters gilt auch fir f = flyq, :

Ziel Gi — Zie[ H;:

Kerf: ZKerfi und Imf: X:ImfZ

iel iel
Beweis: als Ubung.

Korollar 13.12 Wenn N; < G; fir ¢ € I, dann ist []
es gilt

(H Gi) /(H Ni> ~ [ [(Gi/Ni) und (Z G,-) /(Z Ni) ~ (Gi/N)

el el iel el iel el

N’LSIH Gia und

i€l el

Beweis: Man wende den vorherigen Satz auf m; : G; — G;/N; und den 1.
Isomorphiesatz an.
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Wirkung einer Gruppe auf eine
Menge

Definition 14.1 Sei M eine Menge, (G, -) eine Gruppe. Eine Wirkung (von
links) von G auf M ist eine Funktion f: G x M — M, (g,z) — gx, sodass

1. Vx € M VYg,h € G (g-h)x = g(hx)
2. Vx € M ex = x (wobei e das neutrale Element von G ist)

BEMERKUNG: Wenn durch f : Gx M — M eine Wirkung auf M gegeben ist,
dann definiert jedes g € G eine Funktion ¢, : M — M durch ¢p4(x) = gz, und
@, ist bijektiv (Vo € M pyp,-1(x) = g(g~'z) = (g9 ")z = ex = =z, also gilt
g 0 g1 = idpr). Die Abbildung ¢ : G — Sy = {7 : M — M |7 bijektiv}
ist ein Gruppenhomomorphismus.

Wenn umgekehrt ¢ : G — Sy, ein Gruppenhomomorphismus ist, dann defi-

niert f: G x M — M mit f(g,2) = ¢,(z) eine Wirkung von G auf M.

BEMERKUNG: Bei Verwechslungsgefahr mit einem Produkt schreiben wir
@q(x) anstelle von gz.

Definition 14.2 Eine Wirkung heifit ¢reu, wenn ¢ injektiv ist (d.h. wenn
fiir ein g € G Vo € M gz = x gilt, dann muss g = e sein).

BEISPIEL: (G,-) wirkt auf G durch Linkstranslation (sogenannte Cayley-
Darstellung): f : G x G — G, (g,z) — g-x = Ly(x) (d.h. ¢, = L,). Die
Bedingungen fiir eine Wirkung sind offensichtlich erfiillt:

L (g-hx=(g-h)-a=g- (h-2)=g- (hz)=g(hz)

2.ex=e-z==x

56
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BEISPIEL: (G, -) wirkt auf G durch Konjugation: f : G x G — G, (g,z) —
—1
g-T-g

L (g-h)x=(g-h)-x-(g-h) ' =g-h-z-h'-gt=glh-z-h")=g(hr)
2. ex=e¢-r-e'=c-x-e==x

BEISPIEL: (G, -) wirkt auf der Menge der Linksnebenklassen von H < @
durch Linkstranslation: (g,aH) — gaH; auch K < G wirkt auf den Links-
nebenklassen von H in G durch Linkstranslation.

Definition 14.3 G wirke auf M; fiir x € M heif3t
T={yeM|3geG: gr=y}={gr|ge G}
die Bahn (Orbit) von .
Stg(z) ={g € G|gr =z}
heifit Stabilisator von x.

BEMERKUNG:

1. Wenn G auf M wirkt, dann ist  ~ y < dg € G : gr = y eine
Aquivalenzrelation auf M:
e Reflexivitit: ex = x, also xz ~ .
e Symmetrie: gr =y = ¢ ly=x,alsox ~y = y~ .
o Transitivitit: gr =y, hy =2 = hgr =z, alsor ~yAy ~ 2z =

T ~ Z.

Die Aquivalenzklasse von x beziiglich dieser Relation ist Z, die Bahn
von z. Also bilden die Bahnen eine Partition von M.

2. Stg(z) < G, denn es gilt:

o cx =1 = e € Stg(x)

e geStg(r) = gr=0 =g lz=2 = g ! e Stg()

e g heStg(r) = gr=xNhz=2 = ghr=gr =2 = ghc
Stg($)

BEISPIEL: (G, ) wirkt auf der Menge der Untergruppen von G durch Kon-
jugation: (g, H) — gHg™'. Die Bahn von H ist dann {gHg '|g € G}, die
Konjugiertenklasse von H.
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Satz 14.4 G wirke auf M. Es gilt:
1. 7| =[G : Stg(x)]
2. Sta(gz) = gSta(z)g™
Beweis:

1. h Stg(x) = g Ste(x) & h'lg € Ste(r) & hlgr =1 & gr = ha.
Also hat jede Linksnebenklasse von Stg(x) die Form g Stg(z) = {h €
G|hx = gz} = {h € G|hz = y} fir y = gz € T. Da es auch zu
jedem y € T ein g € G mit gr = y und daher eine Linksnebenklasse
g Sta(x) = {h € G| hx = y} gibt, definiert y — {g € G| gx = y} eine
Bijektion T — {g Stg(z)| g € G}.

2. Sei h € Stg(gr). Dann ist ghg '(gz) = ghx = gz, also ghg™! €
Sta(gx). Damit folgt g Sta(z)g™' C Sta(gz).
Sei umgekehrt f € Stg(z). Dannist (¢ fg)x = g7 (f(9z)) = g ' (gx) =
ex = x, also g7'fg € Stg(z) und damit f € gStg(z)g~'. Es folgt
Sta(gz) C gSta(z)gt.

O

Korollar 14.5 Die Stabilisatoren der Elemente eines Orbits bilden eine Kon-
jugiertenklasse von Untergruppen von G.

Definition 14.6 Sei GG eine Gruppe und z € G. Der Zentralisator von x in
G ist

Zg(r) :=={g € G|gr =29} = {g € G|grg™" =}
d.h. der Stabilisator von x unter der Wirkung von G auf sich durch Konju-

gation.
Fiir eine Untergruppe H < GG definiert man:

Zy(z) ={ge H|gz=ug} ={g€ H|gzg™ ' =z}

(der Stabilisator von x unter der Wirkung von H auf G durch Konjugation)

BEMERKUNG: Die Konjugiertenklasse von z in G ist T = {y € G|3g € G :
grg ' =y} ={grg~'|g € G}, d.h. die Bahn von z unter der Wirkung von
G auf sich durch Konjugation. Wir wissen bereits, dass |Z| = [G : Zg(z)]
gilt.
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Definition 14.7 Sei GG eine Gruppe. Dann heifit

das Zentrum von G.

BEMERKUNG: Z(G) < G. Z(G) ist sogar eine sogenannte charakteristische
Untergruppe , d.h. Vf € Aut(G) f(Z(G)) = Z(G).

BEMERKUNG: z € Z(G) & |z|=1, weil grg™' =2 & gz = zg.

Satz 14.8 (Klassengleichung) Sei G eine endliche Gruppe, x1, ..., z, ein
Reprisentantensystem der Konjugiertenklassen. Dann gilt

n

Gl =[G : Za(w)]

=1

Wenn yi, ..., ym ein Reprisentantensystem der Konjugiertenklassen mit mehr
als einem Element ist, dann gilt

G| = Z G Za( yJ

Beweis: G ist disjunkte Vereinigung von Konjugiertenklassen: G = |J;_, 77,
also |G| = 3700, 7| = 2274 [G : Za ()],

Z(G) = {z € G|[z] = 1}, also ist G = Z(G) W |J-, 75 und somit |G| =
1Z(G)| + 251G Za(y))]-

Semidirektes Produkt von Gruppen:

BEMERKUNG: Aus Kapitel 11 wissen wir: wenn N < G und H < G mit
NH = G und HN N = {e} gilt, dann hat jedes Element g € G eine
eindeutige Darstellung der Form g = nh mit h € H,n € N, und es gilt:
nhn'h' = n(hn'h=')hh' = ne,(n’)hk'. Dabei ist ¢, € Aut(G) ein innerer
Automorphismus, und weil N Normalteiler und somit ANh™' = N ist, ist
auch ¢p|n € Aut(NV).

Sei umgekehrt eine Funktion ¢ : H — Aut(N), ¢(h) =: ¢, € Aut(N) gege-
ben, dann definiert die Operation (n, h)-(n/, h') = (np,(n’), k') eine Gruppe
auf der Menge N x H, ein sogenanntes semidirektes Produkt von N und H,
geschrieben N x, H.
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Lemma 14.9 N x, H ist tatsichlich eine Gruppe, N = {(n,e) € N %,
H} <N %, H, H= {(eh)ENN H}y < Nxy,H, ey N — N mit ey(n) =
(n,e) und ey : H — H mit eu(h) = (e, h) sind Gruppenisomorphismen.

Insbesondere also N ~ N, H~ H und N N H = {(e, e)}.

Beweis: als Ubung.

BEMERKUNG: G ist genau dann semidirektes Produkt eines Normalteilers
N < G mit einer Untergruppe H < (G, wenn es ein Reprisentantensystem
der Nebenklassen von N gibt, das eine Untergruppe von G bildet.

BEMERKUNG: Sind H und K kommutativ, so gilt
G kommutativ < ¢ trivial (Vh € H ¢, =idx) & G~ N x K
BEISPIEL: Diédergruppe D,, = Symmetriegruppe des regelméfligen n-Ecks:

Das regelméfige n-Eck wird durch Spiegelungen an n Symmetrieachsen und
Drehungen um Vielfache von =& auf sich abgeblldet Diese werden von einer

fixen Spiegelung # und der Drehung um 7 (0.B.d.A. im Uhrzeigersinn), «,
erzeugt. Die Diédergruppe besteht somit aus den Elementen

D, ={e,a,... a3 ap, .. ,oz"_lﬁ}

Sei C), die zyklische Gruppe der Ordnung n, multiplikativ geschrieben, er-
zeugt von a, also C,, = (o) mit |a| = n. Sei weiters Cy die zyklische Gruppe
der Ordnung 2, die von [ erzeugt wird. Dann gilt: C,, < D,,, Cy < D,, und
C, N Cy = 0. Weiters wirkt Cy auf C), durch ¢.(g) = g und ¢s(g9) = g~ . Da
die Abbildung g — ¢~ fiir die kommutative Gruppe C,, ein Automorphismus
ist (siehe unten), sind alle Bedingungen fiir ein semidirektes Produkt erfiillt,
also gilt D,, = C,, x, Cs.

Die Multiplikation in D,, ist durch folgende Rechenregeln gegeben:

Q" =e; 2 =¢; Ba* =a7FB; ol = o oFpalp = o ok pal = o

BEMERKUNG: Fiir eine Gruppe G ist die Abbildung ¢ — ¢! genau dann
ein Isomorphismus, wenn G kommutativ ist, denn: (ab) ™' = a"107! & ab=

(bH (a1 = ba.



Kapitel 15

Sylowsétze

Definition 15.1 Sei p eine Primzahl. Eine Gruppe (G, -) heifit endliche p-
Gruppe, wenn dn € Ny mit |G| = p™.

BEMERKUNG: Eine Gruppe heifit allgemein p-Gruppe (fir eine Primzahl p),
wenn Vo € G Im € Ny, sodass |z| = p™; eine endliche Gruppe G ist genau
dann p-Gruppe, wenn In € Ny mit |G| = p".

Lemma 15.2 Eine endliche p-Gruppe wirke auf eine endliche Menge M sei
My :={x € M|VYg € G gx =z}, dann gilt |M,| = |M| mod p.

Beweis: M ist disjunkte Vereinigung von Bahnen, M, = {x € M ||z| = 1}.
Sei y1,...,ym ein Reprisentantensystem der Bahnen mit mehr als einem
Element. Dann gilt M = My U |J;", 7; und somit |[M| = |Mo| + >0, |[5i]l =
|Mo|+> 7" [G = Sta(y:)]. Wegen |G| = p"und 1 < [G : Ste(y:)] | |G| = p™ gibt
es zu jedem ¢ ein n; > 0, sodass [G : Stg(y;)] = p™ und somit [G : Stg(y;)] =0
mod p. Daraus folgt die Behauptung.

O

Satz 15.3 (Satz von Cauchy) SeiG eine endliche Gruppe und p eine Prim-
zahl mit p | |G|. Dann 3g € G mit |g| = p.

Beweis: Sei M = {(¢1,...,9p) € G x ... xG|q192...9, = e}. Z, wirke
auf M durch zyklische Vertauschung, d.h. 1(g1,...,9,) = (g2, 9p, 91),

k(gh cee 7gp) = (ngrl mod py + + s Jk+p modp)-
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7 ist wohldefiniert, d.h. es hingt nicht von k, sondern von k ab. Es bleibt
zu Uberpriifen, dass (¢1,...,9,) € M = ¢r(1,...,9p) € M gilt:

D92 gp=€ = (91---Gr)(Grs1--.9p) =€
= (g1---9)" = (Gk+1---9p)
= (9k+1--~9p)(91-~9k)=€

Es handelt sich auch tatsdchlich um eine Wirkung;:

O(Qh"'agp) = (917"'agp)

und
(k + l)(gh B 7gp) = (gk+l+1 mod py - -+ s Jk+l+p mod p)
- k(gl+1 mod py - - -y Jl4+p mod p)
= k(l(gla""gp))
Dann ist

MO = {(91,---,9p)€M‘(9k+1 modp:-"agk+p modp):<gla"'7gp)Vk}
= {(g1,--,9p) €EGX...xG|qg2...gp=eund g1 = ... =g}
= {(g.---.9) 9" =¢}

Folglich gilt |My| = [{g € G|¢? = e}|; |[My| > 1, da e’ = e und somit

(e,...,e) € M.

|M| = |G]P~1, da jedes (p — 1)-tupel (g1,...,9gp—1) ein eindeutig bestimmtes

r € Gmit (g1,...,9p-1,2) € M definiert, nimlich z = (g1 ...gp,-1) "

p ist prim, daher p — 1 > 1. Somit folgt aus p‘ |G| p‘ |G|P~! und daher
|Mo| = |M| =0 mod p.

Wegen p‘ | Mo| und |My| > 1 gilt |My| = np fiir ein n > 0, also Jg # e mit
g" = e. Fiir dieses g folgt dann |g| = p.

O
Definition 15.4 Sei H < G. Der Normalisator von H in G ist
N¢(H) :={g9€G|g 'Hg=H}

Ng(H) ist der Stabilisator von H unter der Wirkung von GG durch Konjuga-
tion auf der Menge der Untergruppen von G; daher ist Ng(H) < G.
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BEMERKUNG: H C Ng(H) (fir h € H gilt h'Hh C Hund hHh ' C H =
H C h™'Hh, somit ist h"*Hh = H fiir alle h € H).

Also gilt H <9 Ng(H) nach Definition von Ng(H). Ng(H) ist die grofite
Untergruppe K von G mit H < K.

BEMERKUNG: |{g7'Hg|g € G}| =[G : Ng(H)] (Méchtigkeit einer Bahn =
Index des Normalisators).

Lemma 15.5 Sei H < G, |H| = p* fiir eine Primzahl p. Dann gilt [G : H] =
[Ng(H) : H] mod p.

Beweis: H wirke auf M = {gH | g € G}, den Linksnebenklassen von H, durch
Linkstranslation: (h,gH) — hgH.
Es gilt:

tHeMy, — VYhe HhtH=x2H < Yhe Ha ‘haH=H
< VheHazs''hs e H & x'Hx CH

& vHe=H & x € No(H)

wobei die Aquivalenz (x) gilt, weil die Abbildung g — 2z 'gz ein Auto-
morphismus auf G und daher bijektiv und H endlich ist. Deswegen muss
|z~ 'Hx| = |H| gelten.
Somit ist My = {zH |z € N¢(H)} = |My| = [Ng(H) : H]. Mit Lemma 15.2
folgt die Behauptung.

O

Satz 15.6 (1. Sylowsatz) Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl,
n > 0 mazimal mit p”‘|G|. Dann gilt Yk mit 0 < k < n: 3H < G mit
|H| = p* und VH < G mit |H| =p* IK < G mit |K| = p"™ und H < K.

Korollar 15.7 Ist n maximal mit p” | |G|, dann existiert eine Untergruppe
K < G mit |K| =p".

Beweis: durch Induktion nach k. Fiir £ = 0 erfiillt H = {e} die Bedingung
|H| = p° = 1. Nach dem Satz von Cauchy gibt es ein ¢ € G mit |g| = p.
K = (g) ist dann eine Gruppe mit |K| =p und H = {e} I K.
Induktionsschritt: Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein H < G mit
|H| = p* (das K aus der Induktionsvoraussetzung). |G| = [G : H]|H|, und
da p" ‘ |G|, |H| = p* gilt, muss p|[G : H] gelten. Nach obigem Lemma folgt
p|[Ne(H) : H].



KAPITEL 15. SYLOWSATZE 64

Nach dem Satz von Cauchy hat daher Ng(H)/H eine Untergruppe der Ord-
nung p (diese sei {g1H, ..., g,H}). Das Urbild dieser Untergruppe unter dem
Homomorphismus 7 : Ng(H) — Ng(H)/H ist ¢H U ... U g,H =: K mit
|K| = p|H| = p*"!. Es muss H < K sein, da K C Ng(H).

O

Definition 15.8 Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und n maxi-
mal mit p” | |G|; eine Untergruppe H < G mit |H| = p" heifit p-Sylowgruppe
von G.

Satz 15.9 (2. Sylowsatz) Sei G eine endliche Gruppe, S < G eine p-
Sylowgruppe und H < G mit |H| = p* fiir ein k € Ny. Dann gibt es ein
g € G, sodass H < gSg~! ist.

Korollar 15.10 Je zwei p-Sylowgruppen von G sind zueinander konjugiert;
daher bilden die p-Sylowgruppen von G eine Konjugiertenklasse von Unter-

gruppen.
Beweis: Sei M = {¢gS|g € G}. H wirke auf M durch Linkstranslation:
on(gS) = hgS. Weil n maximal mit p™ | |G| ist, gilt

|G|

G _ 16l _ g
pton =g =10 sl =1u]

Nach Lemma 15.2 gilt daher auch p t | M| fiir

My = {gS|Vhe H hgS =gS}={g9S|Vh € H g'hgS = S}
= {gS|Vhe H g~'hg € S} = {gS|g 'Hg C S}
= {9S|H CgSg'}

Wegen p 1 |My| muss My # ) sein, also gibt es ein g € G mit ¢S € M,. Fiir
dieses g gilt dann H C gSg~ .

OJ

BEMERKUNG: Da |gSg~!| = |9 ist, ist jede Konjugierte einer Sylowgruppe
wieder eine Sylowgruppe. Nach dem zweiten Sylowsatz sind daher je zwei
Sylowgruppen konjugiert. Wenn also .S eine beliebige p-Sylowgruppe ist, dann
ist {gSg~'|g € G} die Menge aller p-Sylowgruppen von G.

BEMERKUNG: Es gibt genau dann eine p-Sylowgruppe S mit S <G, wenn es
genau eine p-Sylowgruppe gibt (beides ist dquivalent zu |[{gSg~!|g € G}| =

1).
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Satz 15.11 (3. Sylowsatz) Seip eine Primzahl und G eine endliche Grup-
pe. Sei n, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Dann gilt:

1. n, ||G]

2. n, =1 mod p

Beweis: Wenn p 1 |G|, dann ist die einzige p-Sylowgruppe in G {e}, also
ist n, = 1, und der Satz ist erfiillt. Sei nun p ein Teiler von |G| und S

eine p-Sylowgruppe. Dann ist n, = [{gSg~'|g € G}| = [G : Ng(S5)]||G]

(|S] = [G : Stg(S)] fiir die Wirkung von G auf die Untergruppen von G
durch Konjugation). Somit ist der erste Punkt erfiillt.

Eine fixe Sylowgruppe S wirkt auf der Menge M der p-Sylowgruppen von
G durch Konjugation: fiir x € S, T € M sei ¢,(T) = x~'Tx (was wieder
in M liegt). Weil S # () eine endliche p-Gruppe ist, die auf M wirkt, gilt
|M| = | M| mod p, wobei My ={T < G||T|=|S|AVx eSSz 'Te=T}=
{T <G||IT|=|S|ANS C Ng(T)} ist.

Sei nun T € My. Dann sind S, T Untergruppen von Ng(T'). Weil T" <
N (T) < G gilt, |T| = p™ ist und n maximal mit p" ) |G| ist, muss n auch ma-

ximal mit p" ‘ |Ne(T')| sein. Nach dem zweiten Sylowsatz sind S, 7" daher in
Ng(T) konjugiert, d.h. 3g € Ng(T) mit g 'Tg=S. Alsoist S =g 'Tg=T
(weil g € Ng(T)). Folglich besteht My nur aus einem Element, ndmlich S.
Es folgt 1 = |My| = |M| mod p.

O

BEIsPIEL: Jede Gruppe der Ordnung 12 hat einen nichttrivialen Normaltei-
ler:

ne =1 mod 2 und ny |12 = ny € {1,3}.

ng =1 mod 3 und n3|12 = nz € {1,4}.

Angenommen, es gébe keinen Normalteiler der Ordnung 3, d.h. ng = 4. Jede
3-Sylowgruppe hat dann die Form {e, a,a™ !}, und verschiedene 3-Sylowgruppen
haben trivialen Durchschnitt, weil a, a~! bereits Erzeuger von {e, a,a'} sind.
Die 4 3-Sylowgruppen enthalten also 8 Elemente der Ordnung 3. Es bleiben
nur noch e und drei weitere Elemente iibrig. Diese miissen die einzig mdogliche
2-Sylowgruppe bilden, und diese ist dann auch Normalteiler.

BEISPIEL: Seien p,q Primzahlen mit p > ¢. Wenn |G| = p"q fiir ein n € N
ist, dann ist die p-Sylowgruppe ein Normalteiler von G:

cpzlmodpundcp’\G]:p”q = ¢,|q. Dap > qist, ist auch mp+1 > ¢

fiir alle m > 1, also jedenfalls nicht mp + 1|¢. Daher muss ¢, = 1 sein.
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Kapitel 16

Definitionen und Beispiele

Definition 16.1 Eine Menge R # () zusammen mit zwei inneren Opera-
tionen + : R X R — R (genannt Addition) und - : R x R — R (genannt
Multiplikation) heifit Ring, wenn gilt:

e (R, +) ist eine kommutative Gruppe (das neutrale Element beziiglich
+ wird mit 0 bzw. O bezeichnet)

e (R,-) ist eine Halbgruppe

eVabce R: a-(b+c¢)=a-b+a-cAN(a+b)-c=a-c+b-c
(,, Distributivitit*)

Man schreibt: (R, +,-) ist Ring (oder: R ist Ring).
Definition 16.2

e (R,+,") heiBt Ring mit Eins, wenn (R, -) ein Monoid ist; das neutrale
Element beziiglich - wird mit 1 (bzw. 1) bezeichnet.

e R heifit kommutativer Ring, wenn (R, -) kommutativ ist.

e Ein Ring heifit endlicher Ring, wenn 3n € N mit |R| = n.

Definition 16.3 Fiir (R, +) und (R, -) werden die fiir Gruppen und Monoide
eingefithrten Schreibweisen verwendet:

e Das Inverse von a beziiglich + wird als —a geschrieben; a—b := a+(—b)
Das Inverse von a beziiglich - wird als a~! geschrieben;

67



KAPITEL 16. DEFINITIONEN UND BEISPIELE 68

o Vielfache: fir a € R,n € Z definiert man

a+...+a n>0
na := <0 n=>0
(—a)+...+(—a) n<0

e Potenzen: a" :=a-...-a fiir n € N; falls R Ring mit Eins ist, a° := 1;

falls R Ring mit Eins ist und a ein Inverses ¢! hat, a ™ :=a"!-...-a7!

BEISPIEL: (Z,+,-), (Q,+,"), (Zpn,+,") (Zn ={k=k+nZ|k € Z}, k+1=
k+1lund k-1 =k -[) sind kommutative Ringe mit Eins.

BEISPIEL: (27Z,+,-) ist ein kommutativer Ring ohne 1.

BEISPIEL: fiir einen Korper K (z.B. K = Q oder K = R) bilden die Matrizen
M,,(K) mit der tiblichen Matrizenaddition und -multiplikation einen Ring;
fiir n > 1 ist er nichtkommutativ.

Unter den Matrizenringen gibt es auch endliche nichtkommutative Ringe:
M, (Z,) (fur eine Primzahl p) ist ein endlicher nichtkommutativer Ring.

BEISPIEL: Sei (G,+) eine kommutative Gruppe; End(G) = {¢p : G —
Gleo(g+h) =v(g)+ p(h)} (die Menge der Endomorphismen von G) bildet
mit den Operationen +, definiert durch (¢ + ¥)(g9) = ¢(g) + ¥(g) Vg € G,
sowie o, definiert durch (¢ o ¥)(g) = ¢(¥(g)) Vg € G, einen Ring mit Eins.

Satz 16.4 (Rechenregeln fiir Ringe) Wenn (R,+,-) ein Ring ist, dann
gilt:

1. Ya€ R: a-0r =0gr-a = 0g (Bemerkung: dies ist eine andere Aussage
als die Definition des 0-ten Vielfachen von a durch Oa := Og/)

2. Ya,b,ce R: a-(b—c)=a-b—a-c;Va,b,ce R: (a—b)-c=a-c—b-c
3. (—a)-b=a-(=b)=—(a-b);(—a)-(=b)=a-b

{a” n gerade

(hierbei ist (—1)" in Z zu
" n ungerade

—a
verstehen)

5. firn,m e Z, a,b € R: (na) - (mb) = (m-n)(a-b)

6. wenn R ein FEinselement 1z hat, dann istVn € Z, a € R: na = (nlg) -
a=a-(nlg)
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7. verallgemeinerte Distributivitdt:

(Z o) (f; ) - S i, (- ) Zb)

i=1 j=1 j=1 i=1

(ar4...4an) b1 +...4byn) = (a1-b1+...a1-bp)+ ...+ (- b1+ ...a,-

Beweis:

1. (a-0g) =a-(0r+0g) = a-0gr+a-0g; durch Addition von —(a-0g) erhélt
man Og = a - Og. Analog folgt 0 = 0p - a.
Rest: als Ubung.



Kapitel 17

Spezielle Elemente eines Ringes

Definition 17.1 Sei (R, +,-) ein Ring.
e a € R heiflt nilpotent, wenn dn € N mit a" = 0.
e b € R heifit Linksnullteiler, wenn 3¢ € R\ {0} mit b-c = 0.
e b € R heifit Rechtsnullteiler, wenn 3¢ € R\ {0} mit ¢-b = 0.
e b € R heiit Nullteiler, wenn b Links- oder Rechtsnullteiler ist.

BEMERKUNG: 0 ist Nullteiler, sofern R # {0}.

BEMERKUNG: a” = 0, d.h. a ist Nullteiler in einem Ring, ist nicht zu ver-
wechseln mit a = e, d.h. a hat endliche Ordnung in einer Gruppe!

BEMERKUNG: In einem kommutativen Ring sind die Begriffe Linksnullteiler,
Rechtsnullteiler und Nullteiler dquivalent (da b-¢ = ¢-b). Auch im Folgenden
sind alle Eigenschaften, die links und rechts definiert werden, fiir kommuta-
tive Ringe dquivalent.

Proposition 17.2 Sei R # {0}. Dann gilt: @ nilpotent = a Nullteiler
(Rechts- und Linksnullteiler).

Beweis: Sei n € N minimal, sodass a” = 0. Wenn n = 1, dann ist a = 0, also
wegen R # {0} ein Nullteiler. Wenn n > 1, dann gilt 0 = a" = a-a"! =
a”'-aund a"! #£0.

0
2 und 3 sind nicht nilpotent: 2" = 27 = 0 wiirde gelten, wenn 6|2"; dies ist

jedoch unméglich.
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Definition 17.3 Sei (R, +,-) ein Ring mit Eins.
e a € R heifit rechtsinvertierbar (Rechtseinheit), wenn

da, € Rmit a-a, = 1p

e a € R heifit linksinvertierbar (Linkseinheit), wenn

da; € Rmit q;-a =15

a, heiit dann Rechtsinverses von a, a; Linksinverses.

a heifit invertierbar oder Einheit, wenn a links- und rechtsinvertierbar ist. In
diesem Falle gibt es ein eindeutiges a™! € R, sodass a - a~! Loa=1p
(siche das entsprechende Resultat fiir Monoide).

:a_

Definition 17.4 Sei R ein Ring mit Eins. Dann ist

E(R) = R* :={a € R|a invertierbar}
eine Gruppe, die Finheitengruppe von R (wir wissen bereits: die invertierba-
ren Elemente eines Monoids bilden eine Gruppe).

BEISPIEL: Sei K ein Korper, z.B. K = R, V ein K-Vektorraum. Die Menge
der Endomorphismen auf V,

Endg(V):={L:V = V| L(z+y) = L(z)+L(y), L(kx) = kL(x) Vx,y € V, k € K}

bildet einen Ring beziiglich der Operationen +, o.
In Endg (V) gilt:

1. L rechtsinvertierbar <= L surjektiv
2. L linksinvertierbar <= L injektiv
Beweis:

1. (<) Sei L surjektiv, B eine Basis von V. Fiir jedes b € B wéhle
¥ e L7Yb) (# 0); setze L(b) = ¥ fiir b € B (3! lineare Abbildung
L:V — V, die das erfiillt). Dann gilt Vb € B (Lo L)(b) = L(V/) = b,
also ist L o L eine lineare Abbildung, die auf einer Basis B Lo L=id
erfiillt. Somit gilt L o L =id.

(=) Wir wissen bereits: L hat (als Funktion) eine Rechtsinverse = L
ist surjektiv.
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2. (<) Sei L injektiv, B eine Basis von V. Dann ist B' = {L(b) =¥ |b €
B} eine linear unabhingige Menge:
Seien by = L(by),...,bl, = L(b,) € B" und 1V} + ...+ ¢,b, = 0. Dann
folgt:

0=cib) +...+cb, =c1L(by) + ...+ c,L(by) = L(ciby + ... + ¢pby)

Da L injektiv ist, muss daher ¢;b; + ...+ ¢,b, = 0 sein, also ¢; = 0 Vi,
da B eine Basis ist. Folglich ist B linear unabhéngig. B
Nun kann man B’ zu einer Basis C ergénzen und eine Funktion L :
V' — V auf der Basis C definieren: fiir i’ € B’ sei L(b') = b, wobei b das
eindeutig bestimmte Element von B mit L(b) =V sei; fiir ¢ € c \ B sei
L(c) beliebig, z.B. L(¢) = 0. Dann folgt fiir b € B L(L(b)) = L(V/) = b,
also muss L o L = id sein.

(=) Wir wissen bereits: L hat (als Funktion) eine Linksinverse = L
ist injektiv.

O

BEISPIEL: Sei (G, +) eine kommutative Gruppe, f € End(G). Dann gilt:
f linksinvertierbar in (End(G),+,0) = f ist injektiv. Die Umkehrung gilt
jedoch nicht:

Wiéhle z.B. G = (Z,+), f € End(Z) als f(z) = 2z. Dann ist f injektiv, hat
aber keine Llnksmverse aus g(f(x)) =z wil rde etwa fir x = 1 folgen, dass
g(f(1)) =g(2) = g(14+1) =g(1) + g(1) = 1 ist, was in den ganzen Zahlen
unmoglich ist.

Definition 17.5 Sei (R, +,-) ein Ring.
e a € R heiit linkskiirzbar, wenn Vb,c € R ab = ac = b = c.
e a € R heifit rechtskiirzbar, wenn Vb, c € R ba = ca = b = c.
Proposition 17.6 Sei (R, +, ) ein Ring, a € R. Dann gilt:
e (1) a linkskiirzbar <= a kein Linksnullteiler
e (1’) a rechtskiirzbar <= a kein Rechtsnullteiler
Wenn R weiters ein Ring mit Eins ist, gilt:
e (2) a linksinvertierbar = «a linkskiirzbar

e (2') a rechtsinvertierbar = a rechtskiirzbar
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Beweis: (1), (1°) als Ubung.
(2) Sei a; das Linksinverse von a, d.h. ¢;a = 1; multipliziert man nun ab = ac
von links mit a;, dann folgt a;ab = 1b = b = ¢ = 1c¢ = qac. (27) folgt analog.

O

Proposition 17.7 Sei (R, +,-) ein Ring, und fiir ein a € R sei L, : R — R
definiert durch L,(z) =a-x, R, : R — R durch R,(z) = - a. Dann gilt:

e (1) a rechtskiirzbar <= R, injektiv
e (1) a linkskiirzbar <= L, injektiv
Wenn R weiters ein Ring mit Eins ist, gilt:
e (2) a Linkseinheit <= R, surjektiv
e (2') a Rechtseinheit <= L, surjektiv

Beweis: (1), (1) als Ubung.

(2) (=) Ja; : aja = 1; fiir b € R folgt damit b = bl = baja = R,(ba;), also
ist R, surjektiv.

(<) Ja’ € R mit R,(a’) =1, d.h. @’a = 1. Damit ist o’ Linksinverses von a.
(27) folgt analog.

OJ

Ring mit 1

Nicht-Linkseinheiten Einheiten

Linksnullteiler 1

Nicht-Rechtseinheiten

Nilpotente
0 Rechtsnullteiler
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Kommutativer Ring mit 1

Einheiten

1

Nicht-Einheiten

Nullteiler

Satz 17.8 Sei R ein endlicher Ring mit Fins und a € R. Dann gilt:

1. a ist Links- oder Rechtseinheit =—> a ist Einheit
2. a ist nicht Einheit => a ist Rechts- und Linksnullteiler.
Beweis:

1. Sei a Linkseinheit. Dann ist a linkskiirzbar, also L, injektiv. Weil R
endlich ist, muss L, auch surjektiv sein. Damit ist a jedoch auch Rechts-
einheit. Analog folgt, dass a Linkseinheit sein muss, wenn a Rechtsein-
heit ist.

2. Sei a keine Einheit, 0.B.d.A. keine Linkseinheit. Dann ist R, nicht sur-
jektiv, und weil R endlich ist, ist R, auch nicht injektiv. Daher ist
a Rechtsnullteiler, also keine Rechtseinheit. Dann ist L, nicht surjek-
tiv und (weil R endlich ist) auch nicht injektiv. Damit muss a auch
Linksnullteiler sein.

O

BEISPIEL: Sei (G,+) = [],en(Z,+) und R = End(G). Definiere die Funk-
tionen f,g,h € R durch

f((alaa/27a’37"')) - (a27a47a6a"'>
g((ay,as,as,...)) = (a1,0,az,0,as,...)
h((al,&g,ag,...)) = (0,&1,0,&2,0,...)

Dann gilt fog =0, also ist f Linksnullteiler (und g Rechtsnullteiler). Ande-
rerseits ist f jedoch rechtsinvertierbar, denn f o h = id (und g ist linksinver-
tierbar, denn fiir &k : (ay, as,as,...) — (a1, as,as,...) gilt ko g =1id).
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Ideale

Definition 18.1 Sei R ein Ring und S C R. Wenn (S, +) eine Untergruppe
von (R,+) ist und S beziiglich - abgeschlossen ist (d.h. a,b € S = ab € 95),
dann heifit S Unterring von S, geschrieben S < R.

Definition 18.2 Sei R ein Ring, I C R. Wenn (I, +) eine Untergruppe von
(R,+) ist und Vi € I,r € R ir € I, dann heifit I Rechtsideal von R. Wenn
(I,+) eine Untergruppe von (R,+) ist und Vi € I, € R ri € I, dann heifit
I Linksideal von R. Wenn [ Links- und Rechtsideal ist, dann heif3t I Ideal
von R, geschrieben I < R.

BEMERKUNG: Eine Untergruppe (I, +) < (R, +) ist
e Unterring, wenn a,b € I = ab € I (schwichste Bedingung)
e Linksideal, wenn r € R,bel = rbel
e Rechtsideal, wenna € I,r € R = arel
e Ideal, wenn r € R,i € I = ri € [ und ir € I (stérkste Bedingung)

Daher ist jedes Links- oder Rechtsideal Unterring, aber nicht umgekehrt. In
einem kommutativen Ring ist jedes Linksideal auch Rechtsideal und umge-
kehrt. Jeder Ring hat die trivialen Ideale {0} und R.

BEMERKUNG: Sei ] C R. Wenn I # 0, a,b € I = a—0b € I und
re Riel = riir €l gilt, dann ist I ein Ideal.

BEISPIEL: Als Ideale von (Z, +, ) kommen nur Untergruppen von (Z, +) in
Frage, diese sind von der Form {0} oder nZ fiir ein n € N. nZ ist auch ein
Ideal: wenn 7 € Z und 7 = nl € nZ ist, dann ist ri = ir = nrl € nZ. Also
sind die Ideale von Z {0} und nZ (n € N).

75
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BEISPIEL: Z < Q ist ein Unterring, aber weder Links- noch Rechtsideal:
1€Z,%EQ,aber1-%:%¢Z.

BEISPIEL: Sei K ein Korper und M, (K) der Matrizenring iiber diesem
Korper. Dann ist jedes Linksideal von der Form L4 := {MA|M € M,(K)}
fiir eine Matrix A € M,,(K).

Ebenso ist jedes Rechtsideal von der Form Rp := {BM | M € M, (K)} fiir
eine Matrix B € M, (K).

Daher hat M, (K) nur die trivialen Ideale {0} und M, (K) (Beweise als
Ubung).

Lemma 18.3 Sei R ein Ring und fiir ¢ € [ sei A; ein Unterring (Rechtside-
al/Linksideal /Ideal). Dann ist (),_; A; ein Unterring (Rechtsideal /Linksideal /
Ideal).

icl

Beweis: Wir wissen bereits, dass (A4;, +) < (R, +) = (Nie; 4i +) < (R, +).
Wenn jedes A; Unterring ist, also Vi € I (r,s € A, = rs € A;) gilt, und
7,5 € (;ey Ai sind, dann ist Vi € I 7,5 € A;, also Vi € I rs € A; und somit
rs € [ ;s Ai- Daher ist A; ein Unterring. Fiir Rechtsideal/Linksideale/Ideale
lauft der Beweis analog.

O

Definition 18.4 Sei R ein Ring und X C R. Das von X erzeugte Ideal ist

(X):== (1 I

I<IR,XCI

Der von X erzeugte Unterring ist

X]:== (1 S

S<R,XCS

Weiters ist das von X erzeugte Linksideal (; 1iwiden xcr {» das von X er-
zeugte Rechtsideal )} geenisidearxcr 1- o

Statt ({a}) schreibt man (a), statt ({ay,...,a,}) schreibt man (ai,...,a,).
Ein Ideal der Form (a) fiir ein a € R heifit Hauptideal von R.

Satz 18.5 (Hauptideale) Sei (R,+,-) ein Ring, a € R. Dann gilt:
1. (a) ={na+ra+as+3 . ras;|n€Lrsr,s € R,meNy}
2. Fir einen Ring mit Eins: (a) = {>_" rias;|ri,s; € R,m € No}

3. Fiir einen kommutativen Ring: (a) = {na+ra|n € Z,r € R}
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4. Fir einen kommutativen Ring mit Fins: (a) = {ra|r € R}

Beweis:

Ad 1.:Sei M = {na+ra+as+> . ras;|n€Z,rsr,s € R,m e Ny}
Dann gilt:

i. Fiir alle Ideale I S R mit a € I gilt M C I, denn: (I,+) < (R,+) =
na € I; I ist beziiglich Multiplikation von links und rechts abgeschlossen
= ra,as,r;as; € I; I ist beziiglich + abgeschlossen = jedes Element
der Form na+ra+as+ Z;’il r;as; muss in I enthalten sein, also M C I.

ii. M ist ein Ideal von M und a € M:
Zweiteres ist unmittelbar klar, da a = 1za + Oga + aOr + 0galr € M.
Damit ist auflerdem M ## ().
Es seien na+ra+as + 3.1, rias; und n'a+1'a+as' + 327, rlas) zwei
Elemente aus M. Dann ist ihre Differenz

m+m’
(n—n"Ya+ (r—ra+a(s—s)+ Z r’as! € M
i=1
Seien weiters b = na +ra+as+ Y .-, r;as; € M und v’ € R. Dann ist
ihr Produkt

b = r'(na+ra+as+ Z riaS;)
i=1

m
/ / /
= 7'(na)+r'ra+ras+ E r'rias;
=1

!

m
= (nr' +7r'r)a+ Z rias, € M
=1

Analog ist auch br’ € M.

Wegen ii. kommt M unter den Idealen, die a enthalten, vor. Daher ist (a) =
ﬂmRﬂell C M. Wegen i. wiederum muss M C ﬂK]R’aeI] = (a) sein, also
folgt M = (a). B

Ad 2.-4.: Die entsprechenden Mengen sind jedenfalls nach 1. in (a) enthalten.
Sie umfassen jedoch aufgrund der zusétzlichen Bedingungen auch ganz (a):

e Ad 2.: R hat ein Einselement = na = (nlg)alg, ra = ralg, as = 1ras

e Ad 3.: R ist kommutativ = as = sa, Y .-, a8, = (D10, riSi)a
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e Ad 4.: R ist kommutativer Ring mit Einselement = na = (nlg)a,

as = sa, y o rias; = (Y, Tisi)a

Daher ist na +ra+as+ Y -, r;as; jeweils von der angegebenen Form.

Definition 18.6 Sei R ein Ring und A, B C R. Dann definiert man:
AB :={a1by + ...+ axb,|n € Nya; € A b; € B}

A+B:={a+blac Abe B}
Durch diese Definition ist AB beziiglich + abgeschlossen.

BEMERKUNG: Statt {a}B fiir ein a € R schreibt man aB, analog Ab = A{b}.
Wegen der Distributivitit gilt aR = {ary + ...+ ar, |r; € R} = {ar|r € R}
und analog Ra = {ra|r € R}. In diesem Sinne ist dann fiir einen Ring mit
Eins (a) = RaR und fiir einen kommutativen Ring mit Eins (a) = aR = Ra.

Satz 18.7 Seien Ay, ..., A,, A, B, C Ideale (Linksideale/Rechtsideale). Dann
sind auch Ay + ...+ A, und AB Ideale (Linksideale/Rechtsideale), und es
qilt:

1. A+ (B+(C)=(A+B)+C

2. A(BC) = (AB)C

3. A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC

4. (A1+.. +A4,)B=AB+.. +A,B, B(A1+...+A,) = BA+.. .+BA,

5. Wenn R ein Ring mit Eins ist, dann gilt fir alle Linksideale I von R
RI = I und fiir alle Rechtsideale J von R JR = J.

Beweis: als Ubung.
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Homomorphismen

Definition 19.1 Seien R, S Ringe. Eine Funktion R — S heifit Ringhomo-
morphismus, wenn Ya,b € R f(a+b) = f(a)+ f(b) und f(ab) = f(a)f(b).

Definition 19.2 Der Kern eines Ringhomomorphismus f : R — S ist defi-
niert als

Ker f := {a € R| f(a) = 05} = f~'(0s)

Das Bild von f wiederum ist

Im f:={f(a)|a € R}

Definition 19.3 Ein surjektiver Ringhomomorphismus heift — wie fiir Grup-
pen — Epimorphismus, ein injektiver Monomorphismus, ein bijektiver Iso-
morphismus, einer, der R auf sich abbildet, Endomorphismus, und ein bijek-
tiver Endomorphismus heifit Automorphismus.

Satz 19.4 Sei (R,+,-) ein Ring und I<R. Fira € R seia+1 := {a+ili€
I} ={b€ R|b—a € I} (die Nebenklasse von a beziglich (I,+) < (R,+))
und R/I :=={a+1|a € R}.

Dann bildet R/I mit der Addition (a+ 1)+ (b+1) = (a+b) + I und der
Multiplikation (a+ 1) - (b+ 1) = (a-b) + I einen Ring.

Wenn R kommutativ ist, dann auch R/I; wenn R ein Ring mit einem FEins-
element 1g ist, dann ist 1g+1 das Finselement von R/I. Weiters ist m: R —
R/I mit m(a) = a + I ein Ringepimorphismus (die kanonische Projektion)
mit Kerm = 1.

Beweis: Wir wissen bereits, dass (R/I,+) eine kommutative Gruppe ist. Zu
zeigen ist zunéchst, dass (R/I,-) eine Halbgruppe ist und das Distributivge-
setz erfiillt ist:
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e - ist wohldefiniert: seia+ I =d +1,b+1=0+1,dh.a—d =iel
und b—V =j € I. Dann ist @'t/ —ab = (a+14)(b+j) —ab=ab+aj +
ib+ij—ab=uaj+ib+ij €I, alsod't +1=ab+ I.

e Die Assoziativitdt von - und die Distributivitdt ergeben sich aus den
entsprechenden Bedingungen fiir R. Ebenso ist R/I kommutativ, wenn
R kommutativ ist. Falls R ein Einselement hat, ist (a +I)(1+ ) =
al+I=a+1=1la+1=(1+1)(a+ 1), also muss 1 + I Einselement
in R/I sein.

Es ist bereits bekannt, dass 7 : R — R/I ein Gruppenepimorphismus beziiglich
+ ist, wobei Ker m = I. Weil zudem 7 (ab) = ab+1 = (a+1)(b+1) = w(a)m(b)
gilt, ist m auch Ringhomomorphismus.

Satz 19.5 (Homomorphiesatz, 1. Isomorphiesatz) Sei f : R — S ein
Ringhomomorphismus. Dann ist Ker f ein Ideal von R, Im f ein Unterring
von S und f : R/(Ker f) — Im f mit f(a + Ker f) = f(a) ein Ringisomor-

phismus.

Beweis: Ker f < (R,+), weil f ein Gruppenhomomorphismus beziiglich +
ist. Sei nun k € Ker f und a € R. Dann gilt:

flak) = f(a)f(k) = f(a)-0=0 = ak € Ker f

f(ka) = f(k)f(a) =0- f(a) =0 = ka € Ker f

Daher ist Ker f ein Ideal von R.

Im f ist eine Untergruppe von (S, +) und abgeschlossen beziiglich -, da fiir
a= f(a),b= f(B) € Im f ab= f(af) € Im f ist. Daher ist Im f tatséchlich
Unterring.

Nun betrachten wir die Funktion f : R/K — Im f, wobei K = Ker f sei:

e fist wohldefiniert: ' € a+K = o =a+kfireinkec K = f(d)=
fla) + f(k) = f(a) + 0= f(a)

. z ist offensichtlich surjektiv, und zudem auch injektiv: f(a + K) =
fO+K) = f(a) = f(b) = fla—b) =0 = a-be K = a+K =b+K

e f ist Ringhomomorphismus:
Fl(a+EK)+(b+K)) = fla+b+K) = f(a+b) = f(a)+f(b) = fla+K)+f(b+K)
f((a+K)(0+K)) = f(ab+K) = f(ab) = f(a)f(0) = fa+K)f(b+K)

O
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BEISPIEL: nZ 1Z; 7w : Z — 7/ (nZ) = Z, mit 7(m) = m = m + Z ist auch
Ringepimorphismus.

BEMERKUNG: Sei S Unterring von R und [ < R. Dann ist SN 1 <5 (die
Einschréankung von I auf 5).

Satz 19.6 (2. Isomorphiesatz) Sei R ein Ring, S ein Unterring von R
und I ein Ideal von R. Dann gilt

S/(SAT)~ (I+S)/I

wobei v : S/(SNI) — (I4+S5)/1 mit p(s+SNI)=s+1 der Isomorphismus
18t.

Beweis: Wir wissen bereits, dass ¢ ein Gruppenisomorphismus beziiglich +
ist. Wegen o((s+SNI)(t+SNI)) =@(st+SNI)=st+1=(s+1)(t+1)=
e(s+SNIp(t+SNI)ist ¢ jedoch auch Ringisomorphismus.

O

Proposition 19.7 Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:

e FR<R = f(R)<S

e /<SS = fFYY)<R

e AR = f(R)<f(R) (im Allgemeinen aber nicht f(R') <S!)

e /<S5 = ISR
Beweis: als Ubung.
Lemma 19.8 Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:

XCR = fUf(X)=X+Kerf

YCS = f(f/'(Y)=YnImf

Beweis: Dies gilt bereits, weil f ein Gruppenhomomorphismus beziiglich +
ist (Lemma 9.4).

Definition 19.9 Fiir I < Rist [R: I] = |R/I| = |{a+I|a € R}| der Index
von I (d.h. der Index der Untergruppe (I,+) von (R, +)).
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Satz 19.10 (Korrespondenzsatz) Seien R, S Ringe, f : R — S ein Ring-
epimorphismus (also surjektiv) und K = Ker f. Seien weiters

Ri(R) = {A|A< R, K C A}

R(S):={B|B<S}
Ix(R):={I|I<R,K C I}
Z(S):=4{J|J<S}
Dann gilt:

1. ¢ : Rg(R) — R(S) mit p(A) = f(A) ist eine Bijektion mit der Inver-
sen 1 1 R(S) — Ry (R) mit »(B) = f~1(B) und @lz,r) : Ix(R) —
Z(S) ist eine Bijektion mit der Inversen 1|zsy : I(S) — Ix(R).

2. VA,C € Rx(R) : AJC < f(A) D f(C), und falls A< C ist, dann
C/A~ f(C)/f(A).

Beweis:

I.A<R = f(A)<S;B<S = fY(B) < Rmit K = f71(0) C
fY(B), da 0 € B. Also sind ¢ und ¢ Funktionen.
Sei nun A € R (R): dann ist

Y(p(A) = [T (f(A)) = A+ Ker f = A (da Ker f C A)
Sei andererseits B € R(S): dann ist
o((B)) = f(f1(B)) = BNIm f = B (da f surjektiv ist)

Daher sind ¢ und ¢ invers zueinander und somit bijektiv.

I€Ig(R) = f()SImf=2S8;Je€Z(S) = f'(J)<R, also sind
¢|7,(r) und |z(s) Funktionen. Sie sind invers zueinander, weil ¢ und
Y es sind.

2. Fir A<C sei g = fl¢ : C — f(C). Dann ist g ein Ringepimorphismus,
und man kann 1. anwenden. Es folgt A JIC = f(A) < f(C).
Seidann h : C/A — f(C)/f(A) durch h(c+ A) = f(c)+ f(A) gegeben.

e } ist wohldefiniert: seien ¢, ¢’ € C mit c+ A =+A & c—d € A.
Dann ist f(c) — f(¢') = f(c—¢) € f(A) und daher f(c)+ f(A) =
f(&) + f(A).
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e h ist ein Ringhomomorphismus:

h((c+ A)+ (d+ A)) = h((c+d)+ A)
fle+d)+ f(A)

= flo)+ f(d)+ f(A4)
(f(c) + f(A)) + (f(d) + f(A))
hic+ A)+ h(d+ A)

und

h((c+ A)-(d+ A)) = h(cd+ A)
fled) + f(A)

= fle)f(d) + f(A)
(fle) + FA)(f(d) + f(A))
h(c+ A)-h(d+ A)

e h ist injektiv: ¢ + A € Kerh = f(c) + f(A) = f(A), d.h. f(c) €
f(A). Es muss also ein a € A geben, sodass f(c) = f(a) ist. Es
folgt f(a—c) =0, also ¢ —a € Ker f C A und somit wegen a € A
auch ¢ € A. Also besteht der Kern von h nur aus dem neutralen
Element 0 + A.

e h ist klarerweise surjektiv.

Also ist h ein Ringisomorphismus, und es gilt C/A ~ f(C)/f(A).
Seien umgekehrt A, C' beliebige Unterringe von R und f(A) < f(C).
Dann ist f(A) C f(C), also A = A+ Kerf = f71(f(4) C C+
Ker f = C und folglich A < C. Wendet man nun wiederum 1. auf
den Ringepimorphismus ¢ : C — f(C) an, ergibt sich aus f(A) =
g(A) < g(C) = f(C) sofort A< C.

<
C

O

Satz 19.11 (3. Isomorphiesatz) Sei R ein Ring und I ein Ideal von R.
Definiere
Ri(R) ={S<R|ICS}

(
T/(R) = {JQR|IC J}
R(R/I) := {S' < R/I}
T(R/I) = {J' S R/I}
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Dann ist ¢ : Ri(R) — R(R/I) mit p(S) = S/I = {s+ 1|s € S} eine
Bijektion, und fir J < R mit [ CJ gilt JIR < J/I<R/I.
Auferdem gilt fir | <R, J<<R mit [ C J:

R/J = (R/1)/(J/T)

Beweis: Dies ist lediglich der Korrespondenzsatz, angewandt auf den Ring-
epimorphismus 7 : R — R/I mit n(r) = r + . Fir S < Rmit [ C § ist
7(S)={s+1|seS}=95/I.

Korollar 19.12 Jedes Ideal von R/I hat die Form J/I fiir ein J<IR, I C J.
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Charakteristik

Definition 20.1 Sei R ein Ring. Wenn {n € N|Vr € R nr = 0} =, dann
definiere x(R) := 0, andernfalls

X(R) :=min{n € N|Vr € R nr =0}
X(R) heiit Charakteristik von R.
BEISPIEL: x(Z) = 0, X(Zy) = n, x(Mn(Q)) = 0, x(M(Z,)) = p

Proposition 20.2 Wenn R ein Ring mit Eins ist, dann ist y(R) = 0, falls
{n € N|nlg =0} =0, andernfalls ist x(R) = min{n € N|nlr = Og}.

Beweis: als Ubung.

Definition 20.3 Ein Ring R heif3t nullteilerfrei, wenn R aufler 0 keine Null-
teiler enthélt, d.h. wenn Va,b € R gilt: ab=0 = a=0Vb=0.

BEMERKUNG: R ist nullteilerfrei = jedes a # 0 ist links- und rechtskiirzbar:
ab=ac = alb—c)=0 ==a=0Vb=c

Proposition 20.4 Wenn R ein nullteilerfreier Ring ist, dann ist x(R) = 0
oder x(R) = p eine Primzahl.

Beweis: Angenommen, x(R) wéire weder 0 noch eine Primzahl. Dann ist
X(R) = nm fir n,m € N, n,m > 1.

Weil x(R) # 0 ist, ist x(R) = min{k € N|Vr € R kr = 0}. Wegen m > 1
ist n < nm = x(R) = min{k € N|Vr € R kr = 0}, daher gibt es ein r € R,
sodass nr # 0 ist, und ebenso ein s € R, sodass ms # 0 ist. Es gilt jedoch
(nr)(ms) = (nm)(rs) = x(R)(rs) = 0, also miisste R Nullteiler haben, ein
Widerspruch.

O
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Definition 20.5 Sei R ein Ring mit Eins. Der von 1 erzeugte Unterring von
R heiBt Primring von R, Il == (\gcp1es S

Satz 20.6 Sei R ein Ring mit Eins. Dann gilt
1. g ={nlg|n € Z}

2. Wenn x(R) = 0, dann ist llg ~ Z, wenn x(R) = n € N, dann ist
HR ~ Zn

Beweis:

L A{nlg|n € Z} = g )< yien H € Ns<pics S =g (da jeder Un-
terring von R auch Untergruppe beziiglich + ist).
Zudem ist G = {nlg|n € Z} ein Ring, denn G ist beziiglich - abge-
schlossen: (nlg)(mlg) = (nm)(1glg) = (nm)1g € G (dass G beziiglich
+ eine Gruppe bildet, ist bereits bekannt). Daher ist G ein Unterring
von R mit 1 € G, also llg = (\gcp1es © G und insgesamt folglich

Il =G.

2. ¢ : Z — R, definiert durch ¢(n) = nlg, ist ein Ringhomomorphismus,
denn p(n+m) = (n+m)lg = nlg+mlg = ¢(n)+¢(m) und p(nm) =
nmlg = (nlg)(mlg) = e(n)p(m). Imp = {nlg|n € Z} = Il und
Kerp ={neZ|nlg =0}.

Ist x(R) = 0, dann existiert kein n € N mit nlg = 0. In diesem Fall ist
Ker ¢ = {0} und somit Iz = Imp ~ Z/{0} = Z.

Ist andererseits x(R) = m € N, dann ist Ker¢ = mZ und somit
Or=Imy ~Z/(mZ) = Ly,

OJ
Definition 20.7 (Binomialkoeffizienten) Fiir n € Ny, k € Z sei
(Z) := Anzahl aller k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge

BEMERKUNG: (8) = 1, denn @ hat genau eine O-elementige Teilmenge; (7)) =

0 fiir £ < 0 und fiir £ > n.
Proposition 20.8 Firn € N, k € Z gilt
n n!
L. (k) = ®l(n—k)!

2. (%) =G + ()
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3. (o) = () =1 () = (")
4. Ist p eine Primzahl und 0 < k£ < p, dann gilt p | (Z)

Beweis:

1. Man kann eine beliebige k-elementige Teilmenge einer n-elementigen
Menge {aq,...,a,} auswihlen, indem man die Elemente in einer be-
liebigen Reihenfolge anschreibt (dafiir gibt es n! Moglichkeiten) und
die ersten k auswihlt. Dabei kommt dieselbe Menge je k!(n — k)! Mal
vor, denn jede Reihenfolge der ersten k (dafiir gibt es k! Moglichkeiten)
und der letzten n — k (dafiir gibt es (n — k)! Moglichkeiten) Elemen-
te fithrt zu denselben k ausgewéhlten Elementen. Also gibt es k!(:ik)!
k-elementige Teilmengen einer n-elementigen Menge.

2. als Ubung

3. Offensichtlich gibt es je genau eine Teilmenge der Méchtigkeit 0 bzw. n.
Weiters ist durch 7' +— M /T eine Bijektion zwischen den k-elementigen
und den (n—k)-elementigen Teilmengen von M (mit |M| = n) gegeben.

4. Es ist

P\ _ pp—1)-...-1
k k(k—1)-...-1-(n—k)(n—k—1)-...-1
Da p den Zéhler, aber nicht den Nenner teilt, muss p | (Z) gelten.
O

Satz 20.9 (Binomischer Lehrsatz) Sei R ein Ring und a,b € R mit ab =
ba. Firn € N sei a®0™ := 0" und a™° := a™ (auch wenn R kein Einselement

hat). Dann gilt fir n € N:
(Z) akbn—k
k=0

Beweis: Entwickelt man (a+b)" = (a+b) ... (a+b) mit dem Distributivgesetz,
so erhiilt man wegen ab = ba nur Summanden der Form a*b"* (da es n
Faktoren gibt, erhélt man beim Ausmultiplizieren wiederum nur Glieder mit
n Faktoren).

(a+0b)"
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Dabei kommt ein Faktor a*b"~* sooft vor, wie es Moglichkeiten gibt, jene k
Faktoren auszuwéihlen, aus denen ein a stammt (bzw. n — k Faktoren, aus
denen ein b stammt). Dafiir gibt es nach der vorhergehenden Definition genau
(Z) Moglichkeiten, womit die Behauptung folgt.

O

Proposition 20.10 Sei R ein kommutativer Ring, sodass x(R) = p eine
Primzahl ist. Dann ist ¢ : R — R, gegeben durch ¢(x) = 2P, ein Ringhomo-
morphismus (der Frobenius-Homomorphismus).

Beweis:

o o(zy) = (zy)P = 2Py? = p(z)p(y) gilt aufgrund der Kommutativitét
von R.

e Es ist

plx+y) = (x+y)

8
o
<
]
+
N\
=3
N
8
=
<@
o
Il
<
]
+
8
]

weil wegen p| () fiir 0 < k < p und x(R) = p alle iibrigen Summanden
(P)akyr* = m(p(z*yP~*)) = m0 = 0 wegfallen.

O

Korollar 20.11 Sei R ein kommutativer Ring mit y(R) = p fiir eine Prim-
zahl p. Dann gilt Va,b € R,n € N: (a +b)P" = a?" + 7"

Beweis: ¢ : R — R mit ¢(x) = 2P ist ein Homomorphismus, daher auch
po...0p =" und esist "(x) = (((zP)?)...)P = zP". Also muss (a+b)"" =
©"(a+b) = ¢"(a) + ¢"(b) = a?" + b*" sein.

OJ
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Adjunktion der Eins

Satz 21.1 (Adjunktion der Eins) Sei R ein Ring.
1. Dann gibt es einen Ring S mit Einselement, sodass x(S) =0 und R <
S ist, ndmlich S = Z x R mit der Addition (k,r)+(k',r") = (k+k', r+r")
und der Multiplikation (k,r) - (K',r") = (kE', kr" + K'r + 7).
2. Wenn x(R) =n € N ist und m ein Vielfaches von n, dann gibt es einen
Ring S mit Einselement, sodass x(S) = m und R < S ist, namlich
S = Zm x R mit der Addition (k,r)+ (K',r") = (k+ K, +7') und der
Multiplikation (k,r) - (K',r") = (kk', kr' + E'r +rr').
Beweis:
1. e S ist eine kommutative Gruppe, denn (S,+) = (Z,+) & (R, +).

e - Ist assoziativ:

(k1,7m1)((ko,r2)(k3,13)) = (k1,71)(koks, kars + k3ra + rors)
(k1koks, k1kors + kiksro + kyrors +
koksry + koryrs + karirg + 117973)
= (kyko, k1ro + kory + 1112) (K3, 73)

= ((k1,m1)(k2,72))(ks,75)

e Das Distributivitétsgesetz ergibt sich ebenso durch direktes Nach-
rechnen.

e (1,0) ist Einselement: (1,0)(k,r) = (k,1r + k0 + 0r) = (k,r) und
(k,7)(1,0) = (k, kO + 1r +r0) = (k, 7).

e Rist ein Unterring vermoge der Einbettung ¢ : R — S mit ¢(r) =
(0,7): es gilt ©(r 4 s) = (0,7 +5) = (0,7) + (0,5) = p(r) + (s
und ¢(rs) = (0,7s) = (0,0r + 0s + 7s) = (0,7)(0,s) = @(r)p(s).
@ ist daher ein Ringhomomorphismus und offensichtlich injektiv.
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e x(S) =0, denn aus n(k,r) = (0,0) folgt fiir &k = 1 sofort n = 0.
Also kann es kein n € N geben, sodass n(k,r) = (0,0) fir alle
Elemente von S gilt.

2. e Die Multiplikation ist wohldefiniert: seien k, %k’ Reprasentanten
von k, d.h. k =k’ Dann gilt m|k — k" und somit

(k,r)(1,s) = (kl,ks+Ir+1rs)

= (KL,Ks+ (k—k)s+1r+rs)
K1, K's+1r +7s)
k.r)(l,s)

weil wegen x(R) =n|m|(k— k') (k—k')s = 0 sein muss.

(
(
(
=

o m(k, r) = (mk,mr) = (0,0) fiir alle Elemente (k,7) von S, weil
wegen k € Z,, mk = 0 und wegen x(R) = n|m mr = 0 sein muss.
Andererseits ist fiir alle I € N mit [ < m {(1,0) = ({,0) # (0,0),
weswegen

m =min{l e N|Vs € §'ls =0} = x(9)

sein muss.

e Der Rest lauft analog zu 1. ab.
O

BEMERKUNG: Auch wenn R nullteilerfrei ist, kann S nichttriviale Nullteiler
haben. Man betrachte als Beispiel etwa die Adjunktion der Eins an R = 2Z:
Dann ist S = Zx27Z, und es gilt die Multiplikation (k, 2n)(l,2m) = (kl, 2km—+
2In 4 4nm). Daher ist

(0,2)(=2,2) =(0-(-2),0-24+2-(=2)+2-2) = (0,0)

Also hat S die nichttrivialen Nullteiler (0,2) und (-2, 2).
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Primideale, maximale Ideale

Definition 22.1 Sei R ein Ring und P JR. P heifit Primideal, wenn P # R
und VA, B< R gilt: ABC P = ACPVBCP.

Lemma 22.2 Sei R ein Ring und a,b € R. Dann gilt (ab) C (a)(b). Wenn
R kommutativ ist, gilt sogar (ab) = (a)(b).

Beweis: als Ubung.

Satz 22.3 Sei R ein Ring, P< R und P # R. Wenn P die Figenschaft hat,
dass Ya,b € R (abe P = a € PVbe P) gilt, dann ist P ein Primideal.
Wenn R kommutativ ist und P R, dann ist P genau dann Primideal, wenn
diese Bedingung erfillt ist.

Beweis: P habe die oben genannte Eigenschaft. Seien dann A, B < R Ideale
mit AB C P. Angenommen, A ¢ P. Dann wihle ein ag € A, das nicht in P
liegt. Fiir alle b € B muss dann gelten:

abe ABC P = ape PVbe P = beP

Also ist B C P. Analog folgt B P = AC P.

Sei jetzt P ein Primideal in einem kommutativen Ring. Wenn ab € P ist,
dann muss (a)(b) = (ab) C P und somit (a) C P oder (b) C P sein. Daraus
folgt jedoch insbesondere a € PV b € P.

IQ

BEMERKUNG: Fiir nichtkommutative Ringe gilt nicht (ab) C P = (a)(b)
P, weil im Allgemeinen (ab) G (a)(b) ist.

Definition 22.4 Ein Ring R # {0} heifit Integrititsbereich, wenn R kom-
mutativer Ring mit Eins und nullteilerfrei ist.
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BEISPIEL: (Z,+, ) ist Integritdtsbereich.
Lemma 22.5 Sei R ein Ring und I < R ein Ideal. Dann gilt:
R/I # {0} und nullteilerfrei <= I # Rund Va,b€ R(abe l = a€ IVbe I)

Beweis: R/I # {0} < R # I gilt offensichtlich.

Daa+1=0gr; =1 & ac€[gil,ist die Bedingungabe I =acIVbel
dquivalent zu ab+ 1 = 0r/;y = a+1=0g; Vb+ I =_0g. Dies ist jedoch
genau die Bedingung, dass R/I keine nichttrivialen Nullteiler hat.

O
Satz 22.6 Sei R ein kommutativer Ring mit Fins und P < R. Dann gilt
P ist Primideal <= R/ P ist Integrititsbereich

Beweis: Sei P zunéchst ein Primideal. Dann folgt P # R = R/P # {0}.
Weil R kommutativ ist, gilt Va,b € R (ab € P = a € PVb € P),
nach dem vorigen Lemma ist damit R/P nullteilerfrei. Da R kommutativer
Ring mit Eins ist, muss dies auerdem auch auf R/P zutreffen. Also ist R/P
Integritétsbereich.

Sei umgekehrt R/P ein Integritéitsbereich. Dann folgt R/P # {0} = P #
R. Aus dem vorigen Lemma folgt wiederum aus der Tatsache, dass R/P
nullteilerfrei ist, dass (ab € P = a € PV b € P) gelten muss, daher ist P
ein Primideal.

O

Definition 22.7 Sei R ein Ring, M < R. M heifit maximales Ideal, wenn
M # R ist und fiir alle I < R mit M & I C R bereits I = R gelten muss.

Definition 22.8 Ein Ring R heifit einfach, wenn
I<R = (I={0}VvI=R)
Proposition 22.9 Sei R ein Ring und M < R. Dann gilt:
M ist maximales Ideal <= R/M # {0} und R/M ist einfach

Beweis: Aus M # R folgt R/M # {0} und umgekehrt.

Sei nun zunédchst M ein maximales Ideal. Nach dem 3. Isomorphiesatz hat
jedes Ideal von R/M die Form J/M fiir ein Ideal J < R mit M C J. Wenn
J = M, dann ist J/M = M/M = {0}, wenn J # M, dann ist M & J C R,
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also muss J = R und somit J/M = R/M sein. Daher ist R/M einfach.

Sei umgekehrt R/M einfach. Dies ist dquivalent dazu, dass [{J I R/M}| = 2
ist. Nach dem 3. Isomorphiesatz gilt |{I < R|M C I}| = [{J < R/M}|, also
{I < R|M C I}| = 2. Daher kann M C I C R nur fir die Ideale I = M
und [ = R gelten. Damit ist M jedoch maximal.

O

Definition 22.10 Ein Ring R # {0} mit Eins, in dem jedes Element aufler
0 invertierbar ist (d.h. E(R) = R\ {0}), heifit Schiefkirper.

Ein kommutativer Ring R # {0} mit Eins, in dem jedes Element auer 0
invertierbar ist, heifit Korper.

BEMERKUNG: Sei R ein Ring.
e R # {0} und R ist nullteilerfrei <= (R \ {0}, -) ist Halbgruppe
e R ist Schiefkérper <= (R \ {0}, -) ist Gruppe
e R ist Korper <= (R \ {0}, ) ist kommutative Gruppe

BEMERKUNG: Jeder Schiefkorper ist nullteilerfrei, jeder Koérper ist Inte-
gritatsbereich (ein Element, das invertierbar ist, kann kein Nullteiler sein).

BeispiEL: Q, R, C,Z, (wobei p Primzahl ist) sind Korper.
BEISPIEL: Seien ¢, j, k beliebige Symbole. Definiere eine Menge
H:={a+bi+cj+dk|a,b,c,deQ}

Die Addition auf dieser Menge sei durch (a+bi+cj+dk)+(a’+Vi+cj+d'k) =
(a+d)+ (b+V)i+ (c+ )j+ (d+ d)k erklart, die Multiplikation durch
P2=2=k=—1,ij=k, jk=1i, ki=j, ji = —k, kj = —i, ik = —j (wobei
—i = (—1)i sei). Zudem soll das Distributivgesetz gelten.

Dann bildet (H, +, -) einen nichtkommutativen Schiefkorper, die sogenannten
rationalen Quaternionen (analog definiert man auch die reellen Quaternio-
nen).

BEMERKUNG: {1, —1,1i, —i, j, —j, k, —k} bildet beziiglich der oben definierten
Multiplikation (mit der zusétzlichen Bedingung (—z)y = x(—y) = —(zy)) ei-
ne Gruppe, die sogenannte Quaternionengruppe (Js. Hierbei sind ¢, —, ... nur
Symbole, die mit einer Addition nichts mehr zu tun haben! (also ist — nur
ein Zusatz zum Namen)
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Lemma 22.11 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann gilt:
R ist einfach und # {0} <= R ist Korper

Beweis: In einem kommutativen Ring mit Eins gilt Va € R (a) = Ra = aR.
Seinun R # {0} einfach und a # 0 ein Element von R. Dann ist aR = (a)<R,
und weil @ # 0 in (a) enthalten ist, muss (a) # {0} sein. Da R einfach ist,
kann somit nur (a) = aR = R gelten, und daher gibt es ein b € R mit ab = 1
(weil R kommutativ ist, auch ba = 1). Also ist a invertierbar. Da somit jedes
Element von R\ {0} invertierbar ist, ist R ein Korper.

Sei umgekehrt R ein Korper und I < R, I # {0}, ein Ideal. Dann gibt es ein
a € I, a # 0, das invertierbar ist. Damit ist jedoch a 'a = 1 € I und damit
auch r = 1r € [ fiir jedes r € R. Also muss I = R sein, und folglich ist R
einfach.

OJ
Satz 22.12 Sei R ein kommutativer Ring mit Fins und M < R. Dann gult:
M ist mazimales Ideal <= R/M ist Korper

Beweis: Ist M maximal, dann ist R/M # {0} und einfach. Daher muss R/M
ein Korper sein.

Ist umgekehrt R/M ein Korper, dann ist R/M einfach und R/M # {0}.
Daraus folgt, dass M maximales Ideal ist.

BEISPIEL: Fiir eine Primzahl p ist wegen pZ C nZ < n|p pZ ein maximales
Ideal von Z, also ist Z, = Z/pZ ein Korper.

BEMERKUNG: Man kann dies auf nichtkommutative Ringe verallgemeinern:
ist R ein Ring mit Eins, dann gilt:

R rechts- und linkseinfach <= R ist Schiefkorper

(dabei bedeutet ,rechtseinfach“, dass es keine Rechtsideale auBer R und {0}
gibt, , linkseinfach“, dass es keine Linksideale auBBer R und {0} gibt)
Wenn R ein Ring mit Eins ist und M < R, dann gilt:

M ist maximal unter den Links- und Rechtsidealen <= R/M ist Schiefkorper

(d.h. fiir jedes Rechts- oder Linksideal J mit M ;Ct J C R gilt bereits J = R)
Wenn R ein Ring mit Eins und M ein maximales Ideal ist, dann muss R/M
nicht notwendigerweise Schiefkérper sein!
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Halbgeordnete Mengen:

Definition 22.13 Sei X eine Menge und <C X x X eine Relation (man
schreibt x < y fiir (z,y) € <). < heifit Ordnungsrelation (und (X, <) heifit
geordnete Menge), wenn gilt:

1. VieXx<zx
2. Vr,y,z€ X (r<yAny<z) = <z
3 Vrye X (x<yAy<z = z=y)
Definition 22.14 Sei (X, <) eine geordnete Menge, Y C X.
e s € X heilt obere Schranke von Y, wenn Vy € Y y < 's

e yo € Y heifit mazimales Element von Y, wenn Vy € Y (yo <y =y =
Yo)

BEMERKUNG: Eine obere Schranke von Y muss nicht unbedingt in Y liegen,
ein maximales Element schon. Ein maximales Element yq ist im Allgemeinen
keine obere Schranke (weil erlaubt ist, dass es in Y Elemente gibt, die mit
Yo nicht vergleichbar sind).

Definition 22.15 Eine geordnete Menge (Y, <) heifit totalgeordnet, wenn
Ve,yeY :(z<yVy<ux).

Eine Teilmenge Y einer geordneten Menge (X, <) heifit Kette, wenn Y beziiglich
< totalgeordnet ist, d.h. Vz,y € Y (x <y Vy < z).

Lemma 22.16 (Lemma von Zorn) Sei (X, <) eine halbgeordnete Menge,
X # (). Wenn jede Kette Y C X eine obere Schranke in X hat, dann hat X
ein maximales Element.

BEMERKUNG: Sei R ein Ring mit Eins und / < R. Dann gilt (I = R <& 1€
I).

Satz 22.17 Sei R ein Ring mit Eins und [ JR. Wenn I # R, dann existiert
ein maximales Ideal M < R mit I C M.

Beweis: Sei X = {J < R|I CJ ; R}. Dann ist X # 0, weil I € X. X ist
eine geordnete Menge durch J < J' :«< J C J'. Jede Kette in X hat eine
obere Schranke in X:

Sei Y = {Jy| X € A} C X eine Kette. Wenn A = (), dann ist jedes x € X eine
obere Schranke. Sei andernfalls J = J,., Jx. Dann gilt Vy = J, € Y: y C J,
also wire J eine obere Schranke. Es bleibt jedoch zu zeigen, dass J € X ist:
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e 0 J,weil 0 € Jy fiir ein A € A. Daher ist J # 0.
Seien nun a,b € J. Dann gibt es A, € A mit a € J, und b € J,,. Weil
Y eine Kette ist, muss Jy C J, oder J, C J, gelten, 0.B.d.A ersteres.
Dann folgt a,b € J,, also a — b € J, und folglich auch a — b € J.
Seien schliefflich @ € J und r € R. Dann gibt es ein A € A mit a € J,.
Weil J, ein Ideal ist, sind damit ar,ra € Jy und somit auch ar,ra € J.
Folglich ist J ein Ideal.

o [ C J ist klar, weil fiir ein beliebiges A € A I C J, gilt.

e Da VA e A J,# R und folglich 1 € J, ist, muss 1 € J sein, und somit
ist J # R.

Also ist J eine obere Schranke von Y, und man darf das Lemma von Zorn
anwenden. Daher hat X ein maximales Element M € X, d.h. M < R, I C
MSRundVJ<IRmit I C€J & R: wenn M C J, dann J = M. Also ist M
ein maximales Ideal mit I C M.

O

Satz 22.18 R sei ein Ring mit Eins und M < R. Wenn M ein mazximales
Ideal ist, dann ist M auch ein Primideal.

Beweis: Sei M ein maximales Ideal, A, B < R und AB C M. Angenommen,
A ¢ M. Dann ist A4 M ein Ideal mit M G A+ M, also A+ M = R, da M
maximal ist. R ist ein Ring mit Eins, also folgt B <R = RB = B. Damit
ist B=RB=(A+M)B=AB+MB C AB+ M C M (da AB C M).
Hiermit ist gezeigt, dass B C M.

O

BEMERKUNG: Die Umkehrung gilt nicht, z.B. ist (0) C Z ein Primideal, aber
nicht maximal.

BEMERKUNG: Fiir kommutative Ringe R folgt dieser Satz auch folgender-
mafen:

M maximales Ideal = R/M Korper = R/M Integritédtsbereich = M Primideal

BEMERKUNG: Ist R ein kommutativer Ring mit Eins und P ein Primideal
mit endlichem Index [R : P], dann ist R/P ein endlicher Integritdtsbereich
und somit ein Korper (jeder endliche Integritétsbereich ist ein Kérper — Be-
weis als Ubung). Somit ist P dann ein maximales Ideal.
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Direktes Produkt und direkte
Summe von Ringen

Satz 23.1 Sei {R;|i € I} eine nichtleere Menge von Ringen. Dann ist
(ILcs Ri, +,-), wobei ([[;c; Ri, +) das direkte Produkt der Abelschen Grup-
pen (R, +) und (1;)ier - (8i)ier = (r:8i)ier (komponentenweise Multiplikation)
ist, ein Ring, das direkte Produkt der Ringe.

o [[,c; Ri ist genau dann kommutativ, wenn Vi € I R; kommutativ ist.

o [[,c; Ri hat genau dann ein Einselement, wenn Vi € I R; ein Einsele-
ment hat (dann ist 1 = (1g,)ier)-

o p; : [Lie; Ri — R; mit p;((r5)ier) = r; ist Ringepimorphismus (die
Projektion in den j-ten Faktor).

o ¢ Rj — [[ic; Ri mit €5(r) = (ri)ier, wobei r; = e ist, st
0 sonst

Ringmonomorphismus (die Einbettung des j-ten Faktors).

Beweis: Die Assoziativitdt und die Distributivitdt tibertragen sich von den
einzelnen R;, da + und - komponentenweise definiert sind, ebenso die Kom-
mutativitdt. Ist jedoch ein R; nicht kommutativ, dann ist R; = Ime; <
[Lic; Ri, also ist éj ~ R; ein nichtkommutativer Unterring von [[,_; R;, und
damit ist auch [[,.; R; nichtkommutativ.

Wenn jedes R; ein Ring mit Einselement 1g, ist, dann ist 1 = (1g,);e; Eins-
element in [[,.; R;. Wenn umgekehrt (r;);c; Einselement in [[,., R; ist, dann
muss 7; Einselement in R; sein.

Es ist bereits bekannt, dass p; Gruppenepimorphismus beziiglich + ist. Weil

el

el
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zudem p;((ri)ier(si)ier) = pj((1i8i)ier) = 1585 = pj((ri)icr)P;i((si)ier) gilt, ist
p; auch Ringhomomorphismus.
Ebenso ist bekannt, dass € ; Gruppenmonomorphismus ist. Weil zudem ¢;(rs) =
i rs t=173 rot=7
(ti)ier = (1i)ie1(si)ier = €;(r)e;(s) mit t; = = T3Si, T =
0 sonst 0 sonst

s 1=]
und s; = J gilt, ist €; auch Ringhomomorphismus.
0 sonst

O

Proposition 23.2 Sei fiir i € I R; ein Ring und J; < R; ein Ideal. Dann ist
[Lic; Ji = {(ri)ier | 7 € J; Vi} ein Ideal in [[,.; R;; insbesondere ist Ime; =
{(r3)ier| i = 0 fiir i # j} ein Ideal von ], ; R;.

Beweis: Es ist klar, dass es sich um Unterringe handelt. Da die Multiplikation
komponentenweise definiert ist, gilt zudem fiir (7;);e; € [[;c; Ri und (J;)ier €
[Lic; Jit (ri)icr(Gi)ier = (rifi)ier € [lie; Jis also ist [[;c; Ji ein Ideal.
Insbesondere ist Ime; = [[,., J; mit J; = {0} fiir ¢ # j und J; = R; ein
Ideal.

OJ

Proposition 23.3 Wenn Ry,..., R, Ringe mit Eins sind, dann ist jedes
Ideal J <[, R; von der Form J =[]\, J; fiir Ideale J; < R;. Dabei ist

Ji=A{ri€ R;|3r1,..., 1 1,Ts1,...,7y sodass (r1,...,r,) € J}

Beweis: als Ubung.

BEMERKUNG: Wenn R =[]
Ideal diese Form haben.

ser i und I unendlich ist, dann muf} nicht jedes

BEMERKUNG: Die direkte Summe von unendlich vielen Ringen ist nicht so
wichtig wie etwa die direkte Summe von Gruppen; z.B. hat die direkte Summe
von unendlich vielen Ringen mit Eins kein Einselement!

Es gilt aber

Z R; = {(7i)icr | nur endlich viele r; sind # 0} < H R;

el el
Satz 23.4 (Universelle Eigenschaft des direkten Produkts) Fiir i €
I sei R; ein Ring. Dann gilt fir alle Ringe S und alle Mengen {p; : S —
R;|i € I} von Ringhomomorphismen, dass es genau einen Ringhomomor-
phismus ¢ : S — [[,c; Ri gibt, sodass Vj € I pj o = @;, d.h. das folgende
Diagramm kommutiert:
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S
R

J

[TR

Beweis: Wir wissen bereits, dass es genau einen Gruppenhomomorphismus
beziiglich + gibt, der die Bedingung erfiillt, ndmlich ¢(s) = (¢;(s))ier. Dieser
ist jedoch auch Ringhomomorphismus, denn es gilt

(pi(rs))iet
= (pi(r)ei(s))ier

(¢i(r))ier(i(s))ier
p(r)e(s

o(rs)

O

Satz 23.5 (Innere direkte Summe) Sei R ein Ring und Ay, ..., A, Idea-

le von R, sodass A1+ ...+ A, = RundVk € {1,... ,n} Axn (A +...+
Ap1+ Agr + ...+ Ay) ={0}.

Dannist R~ """ | A;, wobei : > " | A; — R, definiert durch p((a1, ..., a,)) =
a1+ ...+ a,, der Isomorphismus ist.

Beweis: Die A; sind Normalteiler von (R, +), die R erzeugen sodass

Aen(JA) = Aan (A + .+ Aoy + Apsr + .+ Ag) = {0}
i#k

ist, also gilt (R, +) ~ > | (A;, +). ¢ ist ein Gruppenisomorphismus, es bleibt

nur noch zu zeigen, dass ¢ auch Ringhomomorphismus ist:
Fir a; € A;, a; € A; mit i # j gilt a,a; = 0, da a;a; € A; N A; = {0} ist,
daher:

o((ay,...,an))o((b1,....by) = (a1 4 ...+ a,)(by+ ... +by)
a1b1+...+anbn

o((arby, ..., aby))

= o((ar,...,a)(b1,...,bn))



Kapitel 24

Chinesischer Restsatz

Definition 24.1 Sei R ein Ring, I,J < R. I,J heiflen relativ prim, wenn
I+ J=R.

BEMERKUNG: Diese Definition stimmt mit jener fiir n, m € Z iiberein, denn
es gilt ggT(n,m) =1 < nZ+mZ = Z (allgemein ist mZ + nZ = dZ, wobei
d = ggT(n,m)).

BEMERKUNG: Sei R ein Ring, I,J < R. Dann ist IJ C I N J:
[J:{lel++2n]n’2k GI,jk € J,TLEN}

Weil I, J Ideale sind, ist jedoch i.j, € I und iy € J, also ixj, € I N J und
somit 2151 + ...+ ingn € I N J.

Im allgemeinen ist jedoch IJ # I N J, etwa fiir [ = J = 2Z < Z: hier ist
IJ=47Z und I NJ = 2Z.

Proposition 24.2 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, I, J < R mit
I+ J=R. Danngilt IJ=1NJ.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass I N J C I.J ist. Weil R ein Ring mit Eins
ist, gilt zundchst VA <R AR = A, also

INJ ={UNJ)R=({UINJ)I+J)=(INI)I+(INS)J C JI+1J=1]J+1J=1J
weil wegen der Kommutativitat I.J = JI gilt.

O
BEMERKUNG: Diese Proposition verallgemeinert die Tatsache, dass fiir re-

lativ prime n,m € Z nm = kgV(n,m) gilt, denn allgemein ist (nZ)(mZ) =
nmZ und (nZ) N (mZ) = (kgV(n,m))Z.
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BEMERKUNG: Ist M ein maximales Ideal und J ¢ M ein beliebiges Ideal,
dann sind M, J relativ prim, denn wegen M ;Ct J+ M muss J+ M = R sein.

Definition 24.3 Sei I < R ein Ideal, a,b € R. Dann definieren wir die Kon-
gruenz modulo / alsa=bmod I & a—be l,dh.a=0bmod [ & a+1 =
b+ 1.

Man schreibt manchmal @ fiir @+ I. Es gelten die Rechenregeln @+b=a + b
und @-b = a - b. Die Schreibweise a + I ist jedoch zu bevorzugen, da hervor-
geht, um welches Ideal es sich handelt.

Lemma 24.4 Sei R ein Ring mit Eins, A;,..., 4, < Rmit A, + A; = R
fir ¢ # j. Dann gilt fir £ = 1,...,n: Ax + A1... A 1Ar1 ... A, = R.
Insbesondere gilt dann auch Ay + (), 2k A, = R.

Beweis: Gegeben Ay, sei {Bi,...,B,_1} = {4;|1 # k}. Wir zeigen durch
Induktion nach j, dass R = Ay + By ... Bj furalle 1 <j <n —1 gilt:

e j=1: R= Ay + B; gilt nach Voraussetzung.
o Es gelte R = Ay + By ... Bj_;. Es folgt

R = (Ay+Bi...B;j1)R
= A+ ABj+By...Bj 1A, + B ...B;
C Ay+ B;...B;

Also muss auch R = Ay + B, ... B; gelten.

OJ

Satz 24.5 (Chinesischer Restsatz) Sei R ein Ring mit Fins, Ay, ..., A,
Ideale von R, und fiiri # j sei A;+A; = R. Dann gibt es fir alle by, ..., b, €
R einb € R, sodass b = b; mod A; firi=1,...,n. Dieses b ist eindeutig
modulo (), A;.

Beweis: Nach dem vorherigen Lemma ist A; + ) iz Aj = R fir jedes @ sel
¢ € A, d; € ﬂ#i A, sodass ¢; + d; = b;. Setze b :=d; + ...+ d,,. Dann gilt
fir alle ¢ d; = b; mod A; (da ¢; =b; —d; € A;) und d; = 0 mod A; fiir alle
j#i(dad; € Aj). Daher ist

b = di+...+4d,



KAPITEL 24. CHINESISCHER RESTSATZ 102

Die Eindeutigkeit modulo (;_, A; ergibt sich folgendermafien: wenn b, 0" ge-
geben sind, sodass b = b; = b mod A; ist, dann gilt Vi b — & € A;, d.h.
b—V e, A und somit b = b mod (_, A;.

O

Korollar 24.6 (Chinesischer Restsatz fiir Z) Seienmg, ..., m, € Z,so-
dass fiir ¢ # j ggT(m,;, m;) = 1 ist. Dann gibt es fiir alle by,...,b, € Z ein
b € Z, sodass Vi b = b; mod m; (und dieses b ist eindeutig modulo m; ...m,,).

Beweis: Es gilt m;Z + m;Z = ggT(m;, m;)Z = Z, also kann man den chine-
sischen Restsatz anwenden. Es gibt daher ein eindeutiges b mod (., m;Z =
my ... m,Z (allgemein ist ()_, m;Z = kgV(my, ..., m,)Z), das b = b; mod m;Z,
also b = b; mod m;, fiir alle ¢ erfiillt.

O

Lemma 24.7 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, Ay,..., 4, < R mit

Beweis: durch Induktion nach n:
e Fiir n = 1 ist die Aussage trivial.
e Es gelte bereits Ay N...NA, 1 =A;-...- A, 1. Dann folgt:
AN NA, = (AN NA 1 )NA, = (A c A )NA, = (Ar-. . AL)- A,

da nach Lemma 24.4 A;-...-A,_1+ A, = R und nach Proposition 24.2
I+J=R = INnJ=1-Jgilt.

O

Korollar 24.8 Secien R ein Ring mit Eins und Aq,..., A, Ideale von R.
Dannist ¢ : R/(A1N...NA,) — R/A; X...xR/A, mit p(r+A;N...NA,) =
(r+ Ay,...,r+ A,) ein Ringmonomorphismus. Wenn zusétzlich fiir i # j
A; + A; = R gilt, dann ist ¢ auch surjektiv, also ein Isomorphismus.

Beweis: als Ubung.

Korollar 24.9 Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und Ay, ..., A,
Ideale von R, sodass fiir i # j A; + A; = R gelte. Dann folgt

R:(Ay-... A)]=[R:A]-...- [R: A,
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BEMERKUNG: Einfacher Beweis des chinesischen Restsatzes fiir Z:

Es mogen die Voraussetzungen von Korollar 24.6 gelten.

o :Z/(my ... -mp)Z — (Z)/m\Z) X ... x (Z/m,Z), gegeben durch p(k +
my...myZ) = (k+miZ,..., k+m,Z), ist wohldefiniert und ein Ringhomo-
morphismus.

@ ist injektiv, denn aus p(k+my ... m,Z) = @(I+my ... m,Z) folgt k+m;Z =
[4+m;Z fiir alle 4, damit m;|k—1 fiir alle 7 und schlieBlich kgV (my, ..., my)|k—

[. Da die m; paarweise relativ prim sind, ist kgV(my,...,m,) = my...m,,
also my...mylk — [l und damit k +my...m,Z =1+ my...m,Z.
Weil zudem |Z/(my - ... -my)Z] =my - ... -my = |Z/miZ| - ... |Z/m,Z| =

(Z)miZ)x. .. x(Z)m,Z)| ist, also Grund- und Zielmenge von ¢ gleichméchti-
ge endliche Mengen sind, muss ¢ auch bijektiv sein.

Also gibt es genau ein b modulo my - ... - m,, sodass (b + my...m,Z) =
(by + MuZ, ..., b, +myZ) und damit b = b; mod m; fiir alle 7 ist.
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Das Nilradikal

Lemma 25.1 Sei R ein kommutativer Ring, dann ist
Nil(R) := {r € R|3n € N mit " = 0}

(die Menge der nilpotenten Elemente von R) ein Ideal von R, genannt das
Nilradikal von R.

Beweis: als Ubung.

Definition 25.2 Sei S # () eine Teilmenge eines Ringes R. S heif3t multipli-
kativ abgeschlossen, wenn a,b € S = ab € S gilt.

Lemma 25.3 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und S C R multipli-
kativ abgeschlossen, 0 ¢ S. Dann gibt es ein Primideal P < R mit PN.S = ().

Beweis: Sei X = {I<JR|INS =0} X #0,da {0} € X. X werde durch C
geordnet. Dann kann man das Zorn’sche Lemma auf X anwenden:

Wenn Y = {I,| X € A} C X eine Kette ist, dann ist J = J,, I ein Ideal
(Beweis wie in Satz 22.17), und da fiir alle A I, NS = () ist, muss J NS =0
sein, also J € X. Zudem ist J offensichtlich eine obere Schranke von Y.
Also enthilt X ein maximales Element P mit P NS = (). Wir zeigen nun,
dass es sich um ein Primideal handelt:

P+#R,daPNS=0und S # (. Seien nun a,b € R mit ab € P:
Angenommen, a ¢ P und b ¢ P. Dann gilt P G (a) + P und P & (b) +
P. Wegen der Maximalitit von P in X ist daher ((a) + P) NS # () und
() + P)NS # (. Seien s € ((a) + P)NnS und t € ((b) + P) N S. Weil
S multiplikativ abgeschlossen ist, muss daher st € S sein, und damit st €
((a) + P)((b) + P) = (ab) + (a)P + (b)P + P* C P, weil fiir kommutative
Ringe mit Eins (a)(b) = (ab) gilt. Also folgt st € SN P und somit SN P # (),
ein Widerspruch.
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Folglich erfiillt P die Bedingungen eines Primideals, und wegen P € X gilt
PNS=0.

OJ

Satz 25.4 Ist R ein kommutativer Ring mit Fins, dann ist

Nil(R) = N P

P Primideal von R

Beweis: Sei a € Nil(R), n € N mit a™ = 0. Sei weiters P ein Primideal. Dann
ista-a" ' =a" =0 € P, also a € P oder a®! € P. Im ersten Fall folgt
sofort a € P, andernfalls gilt a" ' € P = a € PVa™ 2 € P, etc. Also muss
a € P sein, und daher gilt @ € (\p primideal von & £ -

Sei umgekehrt a ¢ Nil(R). Dann ist S = {a™|n € N} multiplikativ ab-
geschlossen. Da a nicht nilpotent ist, enthélt S nicht 0. Also gibt es ein
Primideal P, sodass P NS = () ist, d.h. insbesondere a ¢ P. Damit folgt

a g ﬂP Primideal von R P.

OJ

BEMERKUNG: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I ein Ideal. Sei
VI:={a€ R|3n €N a"c I}, dann heift /T das Radikal von I. Insbeson-
dere ist Nil(R) = /{0}. Es gilt VT = p primideat von racp s wie sich mit
Hilfe des folgenden Lemmas zeigen lasst: -

Lemma 25.5 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, I <R, [ # R, und S
eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R mit SN I = (. Dann gibt
es ein Primideal P mit I C P, sodass SN P = ().

Beweis: mit Hilfe des Zorn’schen Lemmas, angewandt auf X = {J I R|I C
J,JNS =0}

Lemma 25.6 Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, a € Nil(R), b eine

Einheit, dann ist auch a £ b eine Einheit.

Beweis: als Ubung, folgt aus a™ — 0" = (a — b) Z;(l) akpr1-k,
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Der Polynomring

Definition 26.1 Der Polynomring in einer Unbestimmten {iber R ist defi-
niert durch die additive Gruppe ) ° (R, +) und die Multiplikation

(@n)elo - (bn)edy = (cn)rdy mit ¢, = Zakbn k= Z aib; (Faltung)
k+l=n

BEMERKUNG: Wir identifizieren hierbei ein Polynom ag+ . ..+ a,x™ mit der
Folge seiner Koeffizienten. Nur endlich viele sind dabei # 0.

Proposition 26.2 Sei R ein Ring. Der Polynomring in einer Unbestimmten
iiber R ist ein Ring. Er ist kommutativ, wenn R kommutativ ist. Wenn
R ein Ring mit Eins ist, dann ist (1,0,0,...) Einselement. Auflerdem ist
r — (r,0,0,...) ein Ringmonomorphismus (die Einbettung von R in den
Polynomring).

Beweis:

e L ist bereits bekannt, dass der Polynomring beziiglich + eine kommu-
tative Gruppe ist.

e Die Assoziativitat lasst sich leicht nachrechnen: sei dazu

((an)nZo(Dn)azo) (Cn)ozo = (dn)ozo und (an)nZo((bn)nio(cn)azo) = (dy)nio
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dy = Y (Z aibj)cm

k+m=n “i+j=k

= Z aibjcm

i+j+m=n

- ( 3 bjcm)

i+l=n Jj+m=l
= dn

e Ebenso lasst sich die Distributivitdat nachpriifen.

e Wenn R kommutativ ist, dann gilt >, ., arby = >, ,_, bag, also
(an)ﬁo:o(bn)io:o = (bn)?'f:o(an)io:o

o Sei ¢ = (6,)%, mit g = 1 und ¢, = 0 fiir n > 0. Dann ist ¢
Einselement: Zk-‘,—l:n era; = a,, weil ega,, = a, und c,a; = 0 fir al-
le £ > 0 ist, daher muss (£,)°(a,)5%, = (a,)2, sein, analog auch
(an)nZo(En)no = (an)nZo-

e Die Einbettung r — (7,)2%, = (r,0,0,...) ist bekanntermaBen ein
Gruppenmonomorphismus. Es gilt jedoch auch (r,0,0,...)(s,0,0,...) =
(r5,0,0,...),denn dafiir k # 0 oder [ # 0rys; = Oist, kann ), | s #
0 nur gelten, falls k +1 =n = 0. Zudem ist ), ., (7xsi = 7050 = 75,
also (1,0,0,...)(s,0,0,...) = (rs,0,0,...).

O

BEMERKUNG: Man schreibt fiir ein 7 € R r := (r,0,0,...) und, falls R ein
Einselement hat, x := (0, 1,0,...). Es gilt in diesem Fall:

e 2" =(0,0,...,0,1,0,...) (,1“ steht an der n-ten Stelle)
o 7 (an)plo = (ran)iio und (an)iZo - 7 = (anr)5i,
o rz" =z"r =(0,0,...,0,r,0,...) (,r“ steht an der n-ten Stelle)

Jedes Element im Polynomring hat dann eine eindeutige Darstellung der
Form (a,)2%, = S 7n2”. Sei ndmlich N so, dass a, = 0 fir n > N ist,
dann gilt

(an)ely = (ag,...,a,,0,0,...) =agl +asx + ...+ a,a"

Die r; = a; sind eindeutig bestimmt, bis auf Hinzufiigen von beliebig vielen
a; =0 fiiri > N.
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In Hinkunft sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und wir schreiben aq +
.+ apa” fur (ag,...,an,...) sowie R[z] fiir den Polynomring in einer Un-
bestimmten iiber R (bzw. R[y], wenn man (0,1,0,...) = y setzt).

Definition 26.3 (Grad eines Polynoms) Sei [ = (a,)%, = > a,a™ €
Rlx].

e Wenn f =0, d.h. Vn a, =0, dann sei deg f := —o0.
e Wenn f # 0, dann sei deg f := max{n € N|a, # 0}.

Wenn f # 0 und m = max{n € N|a, # 0}, dann heift a,, der Leitkoeffizient
von f (das Nullpolynom hat keinen Leitkoeffizienten).

BEMERKUNG: Da wir r € R mit (r,0,0,...) = r+0x+0x?+. .. identifizieren,
d.h. R~ {(r,0,0,...)|r € R} < R[z], gilt fur f = (a,)>2, € R[z]:

f:(an)zo:oeR <~ Vn>0an:0
< degf=0Vdegf=—0
< degf <0

Ein Polynom mit deg f = 0V deg f = —o0 heifit konstantes Polynom.

Satz 26.4 (Einsetzhomomorphismus) Seien R, S kommutative Ringe mit
Fins und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus mit (1) = 1. Sei weiters s €
S. Dann existiert genau ein Ringhomomorphismus @ : Rlx| — S mit §|r = ¢
und p(x) = s, namlich p(ag+arz+. . .+a,z"™) = p(ag)+e(ar)s+. . .+po(a,)s".

Beweis: Wenn ein solches ¢ existiert, dann muss

Plag+arr+ ... +ape™) = Dlag) +P(a1)@(x) + ...+ B(an)P(x)"
ag) + plar)s+ ...+ @(a,)s"

5

gelten. Wenn @ so definiert ist, ist p|gr = ¢ klar. Es bleibt zu zeigen, dass es
sich um einen Ringhomomorphismus handelt:
Sei dazu f = ag+...+a,z" und g = by +...+b,z" und fg = > ¢pz*. Dann
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gilt:

?(fg) = @(Z ckx’“)

k>0

= > pla)s

- g(i;kgo<ai>so<bj>)sk

= Z Z (a;)s'p(b;)s’ (wegen der Kommutativitt!)
k>0 i+j=k

- (Z ola)s (Z ol0)5')

= o(f)elg)
Offensichtlich gilt auch

P(f+9) = D elai+b)s

= Z(sﬁ(ai)+@(bi))3i
= > wla)s + Y ebs
— BN +7lg)

Also ist ® tatséichlich Ringhomomorphismus.
O

BEMERKUNG: Damit » Ringhomomorphismus ist, muss zumindest fiir das
fixe s gelten, dass Vi € R ¢(r)s = sp(r) ist.

Korollar 26.5 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und ¢ € R. Dann ist
e : R[z] — Rmit p.(ag+a1x+...+a,2") = ag+aic+. ..+ a,c” ein Ringho-
momorphismus, d.h. jedes Polynom f € R[x] definiert durch Einsetzen eine
Funktion f: R — R, ¢ +— f(c).

BEMERKUNG: Dies ist gerade der Einsetzhomomorphismus fiir S = R, ¢ =
idg. Wenn wir f(c) := ag + aic + ... + a,c" definieren, dann heifit das fiir
fg9 € Rlz]: (f +9)(c) = f(c) + g(c) und (fg)(c) = f(c)g(c) (weil ¢, ein

Ringhomomorphismus ist). Man kann also in ein Produkt oder eine Summe
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einsetzen, indem man in die einzelnen Faktoren/Summanden einsetzt und
dann multipliziert /addiert.

BEISPIEL: Sei H der Schiefkorper der rationalen Quaternionen, f(x) = z+i €
H[x] und g(z) = z — i € H[z|. Dann gilt fg = (v +1i)(z — i) = 2* + 1. Setzt
man jedoch j € H ein, ergibt sich f(j)g(j) = (j+14)(j —1) = j>—ji+ij—i® =
—1+k+k+1=2k, aber (fg)(j) = j2+1=0. D.h., j ist Nullstelle von fg,
aber weder von f noch von g, obwohl H keine Nullteiler hat. Dieses Beispiel
zeigt, dass die Kommutativitat eine wichtige Voraussetzung ist.

Proposition 26.6 Sei R ein Ring, f, g € R[z]. Dann gilt:
L. deg(f + g) < max(deg f,degg)
2. deg(f) # deg(g) = deg(f + g) = max(deg f,degg)
3. deg(fg) < deg(f) + deg(g)

4. Wenn f oder g einen Leitkoeffizienten hat, der kein Nullteiler ist, dann
gilt sogar deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Beweis: als Ubung.

BEMERKUNG: Es gilt daher, wenn f # 0 und der Leitkoeffizient von g kein
Nullteiler ist, dass deg(fg) = deg(f) + deg(g) > deg(g).

Korollar 26.7 Sei R ein Integritatsbereich und f, g € R[x]. Dann gilt deg(fg) =
deg(f) + deg(g).
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Einheiten in R|z]

Proposition 27.1 Sei R ein Integritéitsbereich und f € R[z]. f ist genau
dann Einheit in R[z], wenn f = r € R ein konstantes Polynom ist, sodass r
eine Einheit in R ist.

Beweis: Wenn in R gilt, dass rs = 1 ist, dann gilt dies auch in R[z|, d.h. das
Inverse von r in R ist auch Inverses in R[z].

Ist umgekehrt fg = 1 in R[z|, dann muss zunéchst f,g # 0 gelten, da
andernfalls fg = 0 wére. Damit gilt deg(f) > 0 und deg(g) > 0, und daher

wegen deg(f) + deg(g) = deg(fg) = deg(1) = 0 auch deg(f) = deg(g) = 0,
d.h. f, g sind Konstante mit fg = 1, also Einheiten in R.

O

Lemma 27.2 Sei [ < R. Dann folgt I[z] < R[z] und R|x]/I[z] ~ R/I[x],
wobei ¢ : Rlz]/I[z] — R/I[x] mit

olag+az+...+a" 2" +1z])=(ap+ 1)+ (a1 + Dz + ...+ (a, + I)z"
der Isomorphismus ist.

Beweis: als Ubung.

Satz 27.3 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, f = ag + ... + a,a™ €

Rlz|. Dann ist f genau dann Einheit in Rlx|, wenn ag Einheit in R ist und
Vi > 0 a; € Nil(R).

Beweis: (,<=*“) Ist ap Einheit in R, dann auch in R[z]. Ist a; nilpotent in
R, dann auch a;z' in R[z]: a? = 0 = (qz))" = al’z™ = 02 = 0. Aus
Lemma 25.6 folgt, dass f = ap+ a1z + ...+ a,2™ eine Einheit sein muss.
(,=*) Ist f Einheit in R[z|, dann ist f+1[z] in jedem Faktorring R[x]/I[z] =
R/I[z] auch Einheit.
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Insbesondere ist fiir alle Primideale P 7 = Gy + @z + ... + @Ga" (mit
@; = a; + P) eine Einheit in R/P[z]. Weil P Primideal ist, ist R/P ein
Integritdtsbereich, und daher sind nur konstante Polynome in R/P Einhei-
ten, also @; = 0 fiir 7 > 0.

Damit folgt fiir alle Koeffizienten a; von f mit ¢ > 0, dass a; € P fiir alle
Primideale P, daher Vi > 0 a; € Nil(R), weil Nil(R) der Durchschnitt aller
Primideale von R ist.

SchlieBlich folgt aus fg = 1 (wobei f =Y a;z" und g = _ b;z*) insbesondere
> kim0 @by = agbo = 1, also ist a¢ Einheit in R.

O
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Polynomring in mehreren
Unbestimmten

BEMERKUNG: Die Multiplikation von Monomen entspricht der Addition der
Exponenten: a4 - ... - akn . glt . gl = gl L gkt

(Np, +) ist ein Monoid, Ny = {(k1, ..., k,) | ks € Ny} ist ein Monoid beziiglich
der Addition (ki,...,k,) + (l1,...,l,); wir schreiben im Folgenden statt
(ki,...,ky) o - ... 2F und erhalten so ein zu (NZ,+) isomorphes Mo-
noid mit der Monoidoperation 2% - .. ..z gt gl = gl gkt
(Ng, +) hat die wichtige Eigenschaft, dass fiir alle (kq, ..., k,) € Nj hochstens
endlich viele Paare (Iy,...,1,), (m,...,m,) existieren, sodass (I1,...,l,) +

(ma,...,mp) = (k1,..., k) ist.

Proposition 28.1 (Monoidring) Sei R ein Ring und (H,*) ein Monoid
mit der Eigenschaft, dass fiir alle h € H nur endlich viele &k, € H existieren,
sodass k x [ = h ist.

Dann ist R(H) mit der Addition (R(H),+) = >,y (R, +) und der Multi-
plikation (rh>h€H . (Sh)heH = (th)heH mit th = Ek,lEH,k*lzh T'kS] ein ng
Wenn R ein Einselement hat, dann auch R(H). Wenn R und H kommuta-
tiv sind, dann auch R(H). R ist in R(H) eingebettet via r — (73)pen mit

r h = e (neutrales Element von H)

rn =
0 sonst

Beweis: als Ubung.

Notation: man schreibt ), . rih fiir (ry)pemy. Wenn hy, ..., h, die (end-
lich vielen) Elemente von H sind, fir die 7, # 0 ist, dann schreibt man
T1h1+...+7’nhn.

BEMERKUNG: Die Multiplikation von solchen formalen R-Linearkombinationen
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von Elementen aus H ergibt sich durch Ausdistribuieren, Multiplikation von
Elementen in H und Zusammenfassen der Koeffizienten:

(riha+. . Arah) (s1g1+- . ASmGm) = r151(hixgr)+rasi(hoxgr)+. . 470 Sm (R gm)

BEMERKUNG: R[] ist der Monoidring R(Ny), wobei k € Ny als 2* geschrie-
ben wird.

Definition 28.2 Sei R ein Ring. Der Polynomring in mehreren Unbestimm-
ten R[xy,...,x,) ist der Monoidring R(Nj), wobei das Element (ki, ..., k)

als % .. 2F» geschrieben wird.

Satz 28.3 Seien R,S Ringe mit Fins, ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus
mit (1) = 1 und s1,...,s, € S, sodass s;s; = s;8; Vi,j und Vi Vr €

R sip(r) = @(r)s;. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus @ :
Rlxy,...,x,] = S mit Plr = @ und (z;) = s; (i =1,...,n), namlich

@( Z T(k1,...y lcn)xllf1 . xﬁn) = Z 90<r(k1"“7kn)>571€1 . sﬁ"
(k n

Beweis: p muss diese Form haben, wenn es ein Ringhomomorphismus sein
soll. Es bleibt zu zeigen, dass es sich tatséchlich um einen Homomorphismus
handelt:

Beziiglich + gilt die Bedingung offensichtlich, es bleibt die Bedingung fiir -.
Sei dazu im Folgenden k = (ki, ..., k,):

w0 = ol (St sk (Z bt el ) )

k
= 7(E X bt ot
k l+m=k

= Yo 3 at)stle

k I+m=k
=y p(ap)p(bar)sy' ... sir

k l+m=k
= D D wlasy ... srpbm)sit s

k
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= @(Z agxlfl . xﬁ")@(z lrlxlf e mff)
1

= 2(f)elg)

el

Satz 28.4 Sei R ein Ring mit Eins, dann gilt

1. (R[xy, .. xp]) [rsay - oo @n) = Rl .., @)

2. Fir jede Permutation ™ € Sy, ist R[x1,...,2n] ~ RXra), ..., Ta(m))

Beweis:

1. Sei ¢ : R[xy,...,x1] — R[z1,...,z,] die Einbettung von R[zy, ..., z]
in Rlzy,...,z,): > aq,,., lk)xlf - mfk’“ =y aq,,., ln)xlf - -xé’“, wobel
fir alle (I1,...,1,) mit einem I; # 0 fiir ein i > k a4,y = 0 sei.

Es gibt einen Einsetzhomomorphismus @ : (R[z1, ..., 2k])[Tri1, - - - 0] —
Rlxy, ... 2] mit @|gp,,. 0g = @ und @(z;) = @; fir i = k+1,...,n.

Dieser ist gegeben durch

— [lk+1 77777 ln] m1 mi lk+1 In _ 15

90( E ( E Uy, o)1 T | Ty -y ) = E Ay, dn) T - - -
+ n 1

wobei (l1,...,0,) = (my, ..., My, g1, .., 1) sel.
© ist offenbar surjektiv, die Injektivitat folgt leicht: wenn

ist, dann muss fiir alle n-tupel (I1,...,[,) a(,
jedoch auch

[lk+1 ..... ln] m1 mp lk+1 ln _
E ( E Uiy T o T | Ty -y =0

also Kerp = {0}.

1,) = 0 sein, damit ist

-----

2. Analog definiert der Einsetzhomomorphismus zu ¢ = idg : R — R mit
Y(x;) = xrz;) einen Isomorphismus ¢ : Rx1, ..., 25| = RlZzq), .-\ Trw)]-

O
Korollar 28.5

o R[wy,...,x,] =~ Rlz1][zs] ... [2,]

o Rlxy,...,xn] ~ R[Tpi1, ..., xp)[x1,. .., 2y



Kapitel 29

Teilbarkeit in kommutativen
Ringen mit Eins

Definition 29.1 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, R # {0}, a,b € R.
a teilt b (geschrieben a|b), wenn es ein ¢ € R mit ac = b gibt. a heifit dann
ein Teiler von b, b ein Vielfaches von a.

BEMERKUNG: Es gelten folgende Beziehungen:
1. Ya € R: a|0,daa-0=0.

2. Ya € R: 1|a, da 1-a=a. Auch fiir alle b € F(R) gilt Va € R: b|a, da
b-(b7'a) = a.

3. a ist Einheit <= a1
4. albANb|lc = al|c (ad =0, bd' = ¢ = add' = ¢)

Proposition 29.2 Sei R kommutativer Ring mit Eins, R # {0}, a,b € R.
Dann gilt
1. alb <= (b) C (a)

2. Wenn b Einheit ist und a|b, dann ist a Einheit (jeder Teiler einer
Einheit ist eine Einheit).

3. Wenn a Nullteiler ist und a|b, dann ist b Nullteiler (jedes Vielfache
eines Nullteilers ist ein Nullteiler).

Beweis:

1. In einem kommutativen Ring mit Eins gilt (a) = Ra = {ra|r € R} =
{b€ R|a|b},alsoa|b=b € (a) und damit (b) C (a). Wenn umgekehrt
(b) C (a) ist, dann folgt b € (a) = Ra und damit a | b.
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2. bV =1,b=ad = adb =1, also ist a Einheit.

3. ad’ =0 fir ein ' # 0, b = ad = ba' = add’ = ad’d = 0, also ist b
Nullteiler.

O

Definition 29.3 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und a,b € R. Wir
definieren

e a~b & (albAbla) (,a und b teilen einander gegenseitig*)

e a~b & I Einheit u: b = ua (,,a und b sind assoziiert*)

Proposition 29.4 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, a,b € R.

1. ~ und ~ sind Aquivalenzrelationen.

2.arxb=a~b

3. Ist R Integritétsbereich, gilt sogar a ~ b <= a ~ b.

4. a Einheit, a ~ b = b Einheit; a Nullteiler, a ~ b = b Nullteiler.
Beweis:

1. e Reflexivitét: a|a ist erfiillt, und 1 ist eine Einheit, fir die a = la
gilt.

e Symmetrie: fiir ~ offensichtlich; gilt b = wa fiir eine Einheit wu,
dann ist a = u~'b fiir die Einheit v

e Transitivitat: fiir ~ klar, weil | transitiv ist. Gilt b = ua, ¢ = vb
fiir Einheiten u, v, dann folgt ¢ = vua, und vu ist Einheit.

2. b=wua = al|b, a =u"'b = b|a; insgesamt also a ~ b.

3. Es gelte a|bund b|a. Falls b = 0 ist, folgt a = bc = 0, also a = b und
damit a ~ b. Sei andernfalls ad = b und bc = a. Dann gilt b = ad = bed
= b(1 —cd) = 0, und weil R als Integritdtsbereich keine Nullteiler
enthélt, muss cd = 1 sein. Also sind ¢, d Einheiten und damit a =~ b.

4. folgt aus den Punkten 2. und 3. der vorigen Proposition.
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Korollar 29.5 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und a,b € R. Dann
gilt (a) = (b) < a ~ b. Wenn R ein Integritdtsbereich ist, dann gilt auch
(a) = (b) & axb.

Beweis: Diese Tatsache folgt aus (a) C (b) < b|a.

Definition 29.6 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. p € R heifit prim,
wenn p # 0 und p keine Einheit ist und p|ab = p|a V p|b erfiillt.

¢ € R heilit irreduzibel, wenn ¢ # 0 und ¢ keine Einheit ist und ¢ = ab =
(a Einheit V b Einheit) gilt.

BEMERKUNG: Ist p prim und p|a;...a,, dann gibt es ein i, sodass p|q;
(folgt leicht mit Induktion nach n).

Satz 29.7 Sei R ein Integrititsbereich, p € R. Dann gilt:
p prim = p irreduzibel

Beweis: Es sei p prim und p = ab. Dann gilt insbesondere p|ab und damit
pla oder p|b, 0.B.d.A. gelte ersteres. Dann ist pd = a fiir ein d € R, also
p=ab=pdb = p(l—db) =0. Weil p kein Nullteiler ist, muss 1 — db = 0,
also db = 1 sein. Damit ist jedoch b eine Einheit.

Folglich ist p irreduzibel.

0

Proposition 29.8 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, p,c € R. Dann
gilt:

e p prim <= (p) ist Primideal # {0}.

e ¢ irreduzibel <= (c) # {0}, (¢) ist maximal unter den Hauptidealen

4R (dh.VdeR: (¢)G (d) = (d) = R).

Beweis: als Ubung.
Lemma 29.9 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, p,p/, ¢, € R.
e Wenn p prim ist und p ~ p/, dann ist p’ prim.

e Wenn c irreduzibel ist und ¢ ~ ¢/, dann ist ¢’ irreduzibel.
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Beweis: Sei p prim und p ~ p’. Weil p weder Einheit noch Nullteiler ist, trifft
dies auch auf p’ zu. Wenn p’ | ab, dann muss wegen p|p’ auch p|ab gelten,
somit p|a oder p|b. Wegen p'|p folgt daraus aber weiters, dass p’|a oder
P’ | b gilt. Also ist p’ prim.

Sei ¢ irreduzibel und ¢ ~ ¢. Wiederum kann ¢’ weder Einheit noch Nullteiler
sein. Angenommen, es sei ¢ = ab, wobei weder a noch b Einheit ist. Es ist
¢ =cd und ¢ = cd', daher ¢ = cd'd = ¢(1 — d'd) = 0. Weil ¢ kein Nullteiler
ist, muss somit d’'d = 1 sein, also sind d, d’ Einheiten. Aus ¢d = ¢ = ab folgt
dann ¢ = abd’. Weil a keine Einheit und ¢ irreduzibel ist, muss daher bd’
Einheit sein. Weil d Einheit ist, muss damit auch bd'd = b Einheit sein, was
einen Widerspruch darstellt. Also ist ¢’ irreduzibel.

O



Kapitel 30
ZPE-Ringe

Definition 30.1 Ein Integritdtsbereich R heifit ZPFE-Ring, wenn

e Fiir alle a € R, a # 0, a keine Einheit, gibt es n € N und irreduzible
Cl,...,Cp € R, sodass a = ¢y - ... ¢c,. D.h., jedes a # 0, das keine
Einheit ist, ist Produkt von Irreduziblen.

e Wenn c¢q,...,c, und dy,...,d,, irreduzibel sind und ¢; - ... ¢, = d; -
...~ dpy gilt, dann ist n = m und es gibt eine Permutation = € S,
sodass ¢; = dr;y (1 = 1,...,n). D.h., die Darstellung als Produkt von
Irreduziblen ist eindeutig bis auf die Reihenfolge und Assoziiertheit.

BEMERKUNG: ZPE steht fiir ,,Zerlegung in Primfaktoren eindeutig”.

BEISPIEL: Z ist ein ZPE-Ring, K[x1,...,x,]| (fiir einen Koérper K) ist ein
ZPE-Ring.

Proposition 30.2 Sei R ein ZPE-Ring, p € R. Dann gilt: p prim <= p
irreduzibel.

Beweis: (,=*) ist bereits bekannt, wir zeigen nun die Umkehrung. Sei dazu
p irreduzibel (also kein Nullteiler und keine Einheit) und a,b € R mit p|ab.
Dann ist pd = ab fiir ein d € R. Wire a eine Einheit, wiirde pda™! = b, also
p|b gelten, ebenso p|a, wenn b Einheit wére. Sei daher jetzt weder a noch
b Einheit. Wire nun d eine Einheit, dann miisste p = (d~'a)b gelten, wobei
weder d~'a noch b Einheit ist, im Widerspruch zur Irreduzibilitét.

Damit haben a,b,d Darstellungen als Produkte irreduzibler Faktoren: a =
ai...ap, b=">by...b,d=d;...d,. Esfolgt dannpd;...d, =ay...apby...b,
also n + 1 = k + [, und nach Umordnung sind die Faktoren der linken und
rechten Seite paarweise assoziiert. Insbesondere existiert ein a; mit p =~ q;
oder ein b; mit p ~ b;, 0.B.d.A. sei ersteres der Fall. Dann gilt insbesondere
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p|a; und damit p|a.
Also folgt in jedem Fall p|ab = plaV p|b, d.h., pist prim.

OJ

Satz 30.3 Sei R ein Integrititsbereich. Dann gilt: R ist genau dann ZPE-
Ring, wenn

Va € R, a # 0, a keine Einheit, 3n € N, py,...,p, prim, sodass a = pi ...p,

Beweis: Ist R ein ZPE-Ring, dann folgt die Behauptung aus der Definition
und der vorangegangenen Proposition.

Es gelte umgekehrt die Bedingung der rechten Seite. Weil prime Elemente
auch irreduzibel sind, ist die Existenz einer Darstellung als Produkt irre-
duzibler Elemente gegeben, zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Seien dazu
Cly...yCp,dy, ..., dy, irreduzibel, sodass ¢y ...c, = d; ...d,,. Wir wissen, dass
es prime Elemente py, ..., p gibt, sodass py...pxr =c¢1...cp =dy ... d. Wir
zeigen nun, dass k = n ist und eine Permutation o € S, existiert, sodass
Pi & Cq(i), und zwar durch Induktion nach max(k,n):

e Ist max(k,n) =1, dann gilt p; = ¢;, also ist die Behauptung erfiillt.

® pi|cy...c, und py ist prim, also existiert ein iy, sodass p; | ¢;,. Daher ist
ci, = P1u. ¢;, ist dabei irreduzibel und p; keine Einheit, also muss u Ein-
heit sein und damit ¢;, ~ p;. Esfolgt py ... px = prucy, ... cy—1Ci 41 .- Cp.
Man kann kiirzen und erhélt py...pp = (uc;,) ... ciy—1Ciy41 - - - €. Links
stehen £ — 1 prime Faktoren, rechts n — 1 irreduzible Faktoren, also
kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden:
Es folgt k—1=n—1 = k =n und es gibt eine bijektive Funktion
o:{2,... k} = {1,...,n} \ {&1} mit p; = c,(;). Erweitert man diese
durch (1) =4y, dann ist o € Sy, und es gilt weiterhin p; ~ co).

Analog ist auch m = k = n, und es gibt ein p € S,,,, sodass p; ~ d,;), daher
Ci R Po-1(;) = dye—1(; und po~tesS,.

O
Proposition 30.4 (Primfaktorzerlegung) Sei R ein ZPE-Ring, P ein Re-
priasentantensystem der Assoziiertenklassen von primen Elementen von R

(d.h. Vg € R, ¢ prim, 3!p € P mit p = q).
Dann hat jedes a # 0 eine eindeutige Darstellung in der Form

a= U, - Hp”p(a)

peP
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wobei u, Einheit ist, v,(a) € Ny und nur endlich viele v,(a) # 0 sind.

Dabei ist v,(a) nur von der Assoziiertenklasse von p (und nicht von der
Wahl des Représentantensystems P) abhéngig. D.h., wenn P’ ein anderes
Reprisentationsystem ist und @ = ug, - [ cps P79 dann gilt p ~ p =
vp(a) = vy(a).

Beweis: als Ubung.

BEMERKUNG: Es gelte die Konvention HpE]P, p° = 1, d.h. unendliche Produk-
te von 1 sind 1.

BEMERKUNG: Es gilt a|b & Vp e Pyy(a) < py(b) unda~b < Vp €
P v,(a) = v,(b).

Proposition 30.5 Sei R ein ZPE-Ring, a € R, a # 0 keine Einheit, dann
gibt es eindeutig bestimmte Hauptideale (p;), ..., (p,) mit (a) = (p1) ... (pn)-

Beweis: als Ubung.

Definition 30.6 Sei R ein Ring, 7 eine Menge von Idealen in R. R erfiillt die
aufsteigende Kettenbedingung fiir Ideale aus Z, wenn fiir alle Folgen I,,, n € N
von Idealen [,, € Z mit I C I, C ... C I,... ein N € N existiert, sodass
I, =1y Vn>N.

Satz 30.7 Jeder ZPE-Ring erfillt die aufsteigende Kettenbedigung fiir Haupt-
ideale.

Beweis: Wir wissen a|b < (b)) C (a) und a = b < (b) = (a) bzw.
(albAa #D) & (b) S (a). Eine aufsteigende Kette von Hauptidealen
(a1) C (az) C ... entspricht daher einer absteigenden Teilerkette ay,as, ...
(d.h. ... |ay|an_1| ... |az|ay). Jedes q; teilt aq, aber a; hat nur endlich viele
nichtassoziierte Teiler, also gibt es nur endlich viele verschiedene Hauptideale

unter den (a;).

O

Satz 30.8 Ein Integritdtsbereich R ist genau dann ZPE-Ring, wenn R die
aufsteigende Kettenbedingung fir Hauptideale erfillt und jedes irreduzible
Element prim ist.

Beweis: Es wurde bereits gezeigt, dass jeder ZPE-Ring die beiden Bedingun-
gen erfiillt. Sei nun R ein beliebiger Integritatsbereich, der beide Eigenschaf-
ten erfiillt. Sei

S ={a € R|a+#0, akeine Einheit, fici, ..., ¢, irreduzibel mit a = ¢; ...c,}
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Es ist zu zeigen, dass S = (). Angenommen, a € S. Wenn a = bc, dann ist
beSoderce S (a#0 = b,c+#0; wiren b, c Einheiten oder Produkte von
Irreduziblen, dann auch a, also wére a € S). Wegen a € S ist a insbesondere
nicht irreduzibel, also existieren b, ¢ (beide keine Einheiten), sodass a = bc
und a 2 b, a % c.

Damit kénnen wir induktiv eine Folge a = ag, aq, ... definieren, sodass a; €
S, Gni1l|@n, any1 # a,. Es ergibt sich eine aufsteigende Hauptidealkette
(ao) G (a1) & ..., im Widerspruch zur ersten Bedingung. Also gibt es fiir
jedes a # 0, das keine Einheit ist, eine Darstellung der Form a = ¢; .. . ¢, mit
irreduziblen ¢;. Wegen der zweiten Bedingung sind die ¢; auch prim, also ist
nach Satz 30.3 R ein ZPE-Ring.

O

Definition 30.9 Sei R ein Integritdatsbereich. R heiflit Hauptidealbereich,
wenn VI < R Jr € R mit I = (r) (Ein beliebiger Ring, in dem jedes Ideal ein
Hauptideal ist, heilt Hauptidealring).

BEMERKUNG: In einem kommutativen Ring mit Eins gilt fiir p,c € R:
e p prim <= (p) ist Primideal # {0}.

e ¢ irreduzibel <= (c) # {0}, (¢) ist maximal unter den Hauptidealen

£R.

Daher gilt in einem Hauptidealbereich:
c irreduzibel <= (c) ist maximales Ideal # {0}

BEISPIEL: Z ist ein Hauptidealbereich, K[z] ist ein Hauptidealbereich fiir
jeden Korper K (wird noch gezeigt).

BEISPIEL: Z[z]|, K[z,y] (oder allgemein K|xy,...,x,] fiir n > 1) fir einen
Korper K sind ZPE-Ringe, aber keine Hauptidealbereiche.

Satz 30.10 Jeder Hauptidealbereich R ist ein ZPE-Ring.

Beweis: Nach Voraussetzung ist R ein Integritédtsbereich. Wir zeigen, dass R
die aufsteigende Kettenbedigung fiir Hauptideale erfiillt und jedes irreduzible
Element auch prim ist:

e Sei (a1) C (az) C ... eine Kette von Hauptidealen und I = J,,cy(an)-
Die Vereinigung einer Kette von Idealen ist (wie bereits gezeigt) ein
Ideal, daher ist 1 = (r) fiir ein r € R. Weil 7 € (J,cn(an) ist, muss
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es ein ny geben, sodass r € (a,,). Dann gilt ¥Yn > ng r € (a,), also
Unen(@n) = I = (r) € (a,) fir alle n > ny und damit (a,) = I
fiir alle n > ng, d.h. R erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung fiir
Hauptideale.

e Sei ¢ irreduzibel. Dann ist ¢ # 0 und keine Einheit. Also (¢) # {0} und
(¢) # R. Auflerdem ist (c) ein maximales Ideal und daher ein Primideal.
Damit muss ¢ auch prim sein.

Es folgt, dass R ein ZPE-Ring ist.
OJ

Definition 30.11 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, aq,...,a, € R.
d € R heiit gréfiter gemeinsamer Teiler von ay, ..., a,, wenn gilt:

e d|a, fiir alle 7.
e Gilt fir ein ¢ € R ¢|a; fiir alle 4, dann folgt c|d.

BEMERKUNG: Wenn d grofiter gemeinsamer Teiler von ay,...,a, ist und
d ~ d, dann ist auch d' grofiter gemeinsamer Teiler von aq,...,a,. Wenn
umgekehrt d, d’ beide grofite gemeinsame Teiler sind, dann gilt d ~ d'.

Der groite gemeinsame Teiler ist also bis auf ~ (gegenseitiges Teilen) eindeu-
tig bestimmt, man schreibt d ~ ggT(a4, ..., a,) oder auch ggT(ay,...,a,) =
d, obwohl d nur ein moglicher ggT ist.

BEMERKUNG: d ist gg'T von aq,...,a, genau dann, wenn d ein Erzeuger des
kleinsten Hauptideals ist, das ay,...,a, enthilt, d.h. (a,...,a,) C (d) und
(a1,...,a,) € () = (d) C (c).

Der gg'T muss aber nicht immer existieren!

Proposition 30.12 Sei R ein ZPE-Ring und ay,...,a, € R. Dann existiert
ein ggT(ar,...,a,). Wenn a; = u; - [[cp p»(%) die Primfaktorzerlegung von
a; ist, dann ist d = Hpeppmmi (@) ein ggT von aq,...,a,. Er ist bis auf
Assoziativitat eindeutig.

Beweis: Sei d wie oben gegeben. Dann gilt d | a; fiir alle j, da Vp € P v,(d) =
min; v,(a;) < vp(a;); wenn fiir ein ¢ € R ¢|a; Vi gilt, dann folgt Vi Vp €
P v,(c) < vp(a;), also Vp € P v,(c) < min; v,(a;) < v,y(d), daher ¢ |d.

Der ggT ist, falls er existiert, bis auf ~ eindeutig. In Integritétsbereichen,
insbesondere also in ZPE-Ringen, ist dies gleichbedeutend dazu, dass der
gg'T eindeutig bis auf ~ ist.
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O
Lemma 30.13 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, ay,...,a,,d € R.
(d) = (ay, ..., ay,) gilt genau dann, wenn d ggT von ay, ..., a, istund rqy, ..., r,
mit d = riay + ... + r,a, existieren.
Beweis: In kommutativen Ringen mit Eins ist (a1, ...,a,) = a1 R+. . .+a, R =

Ra; +. ..+ Ra,. Ist dies ein Hauptideal (d), dann muss d ggT sein (weil dann
(d) jedenfalls auch das kleinste Hauptideal ist, das aq, ..., a, enthélt), und d
lasst sich als Linearkombination von aq, ..., a, darstellen.

Es sei umgekehrt d = ggT(ay,...,a,) und d = ma;+...+r,a,. Dannist d €
Rai+...+Ra, = (a1, ...,a,) und damit (d) C (ay,...,a,). DadggT ist, gilt
insbesondere d | a; fiir alle ¢, daher a; € (d) = Rd, damit {ay,...,a,} C (d)
und schliefllich (aq,...,a,) C (d), zusammen also (ay,...,a,) = (d).

OJ

BEeISPIEL: In den ZPE-Ringen Z[z] und K|[z,y] ist der ggT im Allgemei-
nen nicht als Linearkombination darstellbar. So sind etwa 2,z € Z[z] mit
ggT(2,2) = 1, aber 1 ist nicht in der Form 2p + gz darstellbar. Ebenso
sind z,y € K[z,y| mit ggT(z,y) = 1, aber 1 ist nicht in der Form px + qy
darstellbar.

Korollar 30.14 Sei R ein Hauptidealbereich, aq, ..., a, € R. Dann existiert
ein ggT(ay,...,ay,), namlich jedes d mit (d) = (ay,...,ay). Jeder solche ggT
lasst sich als R-Linearkombination von aq, ..., a, darstellen.



Kapitel 31

Euklidische Ringe,
Hauptidealringe

Definition 31.1 Sei R ein kommutativer Ring. R heifit Euklidischer Ring,
wenn es eine ,, Rangfunktion” p : R\ {0} — Ny gibt, sodass gilt:

Va,b € Rmit b # 0 J¢,7 € Rmit a = ¢b+r und r = 0V p(r) < p(b)
(, Division mit Rest*). Ein Integritatsbereich, der zugleich Euklidischer Ring
ist, heift Fuklidischer Bereich.

BEMERKUNG: Wenn u # 0 ein Element eines Euklidischen Ringes derart ist,
dass p(u) = min{p(r)|r € R\ {0}}, dann ist u eine Einheit (wir werden
sehen, dass jeder Euklidische Ring ein Einselement hat). Wenn die Rang-
funktion die Eigenschaft p(ab) > p(a) erfiillt, gilt auch die Umkehrung, d.h.
fiir jede Einheit u gilt p(u) = min{p(r)|r € R\ {0}}. Diese Bedingung wird
oft in der Definition von Euklidischen Bereichen gefordert.

BEISPIEL: Z ist ein Euklidischer Bereich, p(n) = |n|; fir a,b € Z mit b # 0
gibt es stets ¢,r € Z mit a = ¢gb+r und r =0V |r| < [b].

Man sieht, dass ¢,r nicht eindeutig sein miissen, z.B. ist bei der Division
von 10 durch 3 10 =3 -3+ 1 oder 10 = 4 - 3 — 2; nicht einmal, wenn man
absolut kleinsten Rest fordert, ist die Eindeutigkeit gegeben. So ist etwa
9=1-64+3=2-6-3.

BEISPIEL: Z[i], Z[/2] und Z[y/—2| sind Euklidische Ringe (Z[c] bezeichnet
dabei den von ZU {c} erzeugten Unterring von C) beziiglich folgender Rang-
funktionen:

o pla+bi) = a® + b fiir Z[i
e pla+bV2) = |a® — 2V?| fiir Z[v/2]
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o pla+by/=2) = a*+ 2b* fiir Z[vV/—2]
Satz 31.2 Jeder Fuklidische Ring ist ein Hauptidealring mit Fins.

Beweis: Sei R ein Euklidischer Ring und I < R. Wenn [ = {0}, dann ist
I =(0).Seialso I # {0}. Wahle b € I so, dass p(b) = min{p(a) |a € I,a # 0}
(dieses Minimum existiert, da es ein a € I mit a # 0 gibt und somit die Menge
nichtleer ist).

Sei jetzt a € I beliebig. Wir fithren eine Division mit Rest durch: a = ¢b+r,
wobei r = 0 oder p(r) < p(b) ist. Da r = a — ¢b in I liegt, muss wegen der
Minimalitat von p(b) ersteres gelten, also r = 0 und damit a = ¢b. Es folgt
I CRbC I, also I = Rb= (b), d.h. jedes Ideal ist ein Hauptideal.

Auch fiir I = R gibt es ein e € R, sodass Re = R. Sei € derart, dass
e = e ist. Dann folgt fiir ein » € R: I’ € R mit e = r, und damit
er =¢€r'e=r'ede=r'e =r. Also ist ¢ Einselement in R.

OJ
BEMERKUNG: Es gelten die Implikationen:
e Euklidischer Bereich = Hauptidealbereich
e Hauptidealbereich = ZPE-Ring
Beziiglich des ggT' gilt:
1. In einem ZPE-Ring existiert ggT(ay,...,a,) immer.

2. In einem Hauptidealbereich existiert der ggT und lasst sich als Linear-
kombination anschreiben.

3. In einem Euklidischen Bereich haben wir einen effektiven Algorithmus,
um d = ggT(ay,...,a,) und rq,...,7, mit d = ra; + ... + ra, zu
finden, ndmlich den Euklidischen Algorithmus, der im Folgenden vor-
gestellt wird.

Euklidischer Algorithmus:

Seien R ein Euklidischer Ring, a,b € R und b # 0. Wir definieren induktiv
Folgen ¢;,r; € R fiir ¢ > 0:

e rg:=b,7r_1:=a

e (o und 7y seien derart, dass a = gob+ 7 und 1, =0V p(r1) < p(b).
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e Wenn qq,...,q und g, ..., g1 mit k& # 0 bereits definiert sind, dann
wahle qxy1 und rgyo derart, dass rp = Qrir17kr1 + Thpo Mit TR0 =
0V p(rese) < p(ri1).

Dieses Verfahren bricht ab, wenn 744, = 0 ist. Dies tritt nach spétestens p(b)
Schritten auf, weil p(rg) eine streng monoton fallende Folge in Ny ist. Das
letzte ry mit ry # 0 (d.h. mit 7, # 0, 7411 = 0) ist dann ggT(a,b).

Beweis: Sei d = r,41 und r,.o = 0. Wir haben zu zeigen, dass einerseits
d|a,d|bund andererseits c|a,c|b = c|d gilt:

o Wir zeigen d|ry fir k =n+ 1,n,...,0,—1 mit Induktion:
Fir k =n+1ist d = r,11, also auch d | rp,41; fiir k = n+2ist r,10 =0,
also auch d | r,,4o. Gilt nun d |, fiir k > [, dann folgt aus d | r;1, d |42
und r; = qy1741 + 7142, dass auch d | r; gelten muss.
Damit ist insbesondere gezeigt, dass d|r_; = a und d |7y = b.

e Angenommen, c¢|a,c|b. Wir zeigen mit Induktion, dass dann ¢ | ry fiir
alle k£ > —1 gilt:
Fir k£ = —1,0 ist die Bedingung nach Voraussetzung erfiillt. Gilt nun
c|rg fiir k < [, dann folgt aus c¢|r;_y, ¢|r—o und 7 = 19 — @171,
dass auch c|r; gelten muss.
Damit ist insbesondere gezeigt, dass c¢|r,;1 = d.

Also muss d = ggT(a, b) sein.
U

Man kann auch jene Koeffizienten «, § finden, fiir die aa + 80 = d ist:

Wir definieren dazu induktiv o, §; fiir [ = n,n —1,...,0 durch «,, = 1,
Bn = —qn sowie ay_y = fund B = oy — q1;. Dann gilt d = cyry—y + Gy,
also insbesondere d = aga + Gyb.

Beweis: Fiir l = n gilt d = r,.1 = 111 — ¢urn = aprp_1 + Burn nach
Definition. Wenn nun die Behauptung fiir £ > [ gilt, dann folgt

a1+ 0 = G- + (s — @B
= i+ G (r—1 — qrr)
= ar + Bisaris
= d



Kapitel 32

Ring der Briiche, Lokalisierung,
Quotientenkorper

BEMERKUNG: Man erhilt den Koérper der rationalen Zahlen aus dem Ring
der ganzen Zahlen durch Q := {(a,b)|b € Z \ {0}}/ ~, wobei ~ durch
(a,b) ~ (c,d) & ad = bc definiert ist. Die Elemente von Q sind Aquiva-
lenzklassen von Paaren beziiglich ~, und man schreibt # fiir die Klasse von

(a,b). Die Addition ist durch § 45 = ad;;lbc gegeben, die Multiplikation durch

a. c _ ac

b d_bd

Diese Konstruktion wird im Folgenden verallgemeinert.

BEMERKUNG: Die Definition einer multiplikativ abgeschlossenen Menge wur-
de bereits formuliert:

Sei S # () eine Teilmenge eines Ringes R. S heifit multiplikativ abgeschlossen,
wenn a,b €S = abe S gilt.

BEISPIEL: Einige multiplikativ abgeschlossene Mengen:

1. Sei R ein kommutativer Ring, P < R ein Primideal und S = R\ P.
Die Eigenschaft ab = P = a € PV b € P von P ist dquivalent zur
Eigenschaft a € SAb€ S = abe S, und wegen P # R ist S # ().

2. Sei R ein kommutativer Ring. Dann ist S, definiert als Menge der Nicht-
Nullteiler, multiplikativ abgeschlossen: wenn a, b keine Nullteiler sind
und (ab)e = 0, dann wiirde a(bc) = 0, also bc = 0 und damit ¢ = 0
folgen. Also kann ab dann auch kein Nullteiler sein.

Im Spezialfall, dass R ein Integritétsbereich ist, ist S = R\ {0} multi-
plikativ abgeschlossen.

Lemma 32.1 Sei R ein kommutativer Ring, S C R multiplikativ abgeschlos-
sen.
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1. Die auf R x S durch (r,s) ~ (r',s') & It €S mit t(rs' —1r's) =0
definierte Relation ist Aquivalenzrelation.
Wenn S keine Nullteiler enthélt, dann hat die Relation die einfachere
Form (r,s) ~ (r',s') < rs' —r's =0.
Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von (7, 5) beziiglich ~ mit £ und
die Menge der Aquivalenzklassen (R x S)/ ~= {%|r € R,s € S} mit
STIR.

2. Wenn 0 € S, dann ist |ST'R| = 1.

3. Fiir beliebige s,t € S, r € R gilt: Z = LA R %7 -

st? s

» O

0
.
Beweis: als Ubung.

BEMERKUNG: Im Folgenden sei immer 0 & S.

Satz 32.2 (Ring der Briiche) Sei R ein kommutativer Ring, S C R mul-
tiplikativ abgeschlossen. S~' R sei wie oben definiert. Dann bildet S™' R beztiglich
der Addition % + g—: = % und der Multiplikation * - ’;—: = Z_Z einen kom-
mutativen Ring mit Fins, wobei 0g-1p = % und 1g-1g =2 (s € S beliebig).
Auflerdem gilt:

1. Wenn R # {0} ein kommutativer nullteilerfreier Ring und 0 € S ist,
dann ist ST'R ein Integritdtsbereich.

2. Wenn s,t € S, dann ist L eine Einheit in S™'R mit dem Inversen 2.

3. Wenn R # {0} ein kommutativer nullteilerfreier Ring und S = R\ {0}
ist, dann ist ST R ein Kérper (der Quotientenkérper).

Beweis:

e -+ ist wohldefiniert: sei § = g und & = g—l,. Zu zeigen ist dann, dass

g—!—g—::f—kg—l,gﬂt:

Sei dazu t € S mit t(ro — ps) = 0 und ¢ € S mit ¢/(r'c’ — p's’) = 0.

Dann gilt:

tt'((rs' +r's)oo’ — (po’ + p'o)ss’) = tt'(rs'oo’ —r'soc’ — po'ss’ + ploss’)
= t(ro—ps)t's'a’ —t'(r'o’ — p's')tso
= 0t's'c’ — Otso =0

. ] v
Also ist ’"S;;,” = Lo tpo

oo’

e Analog folgt, dass - wohldefiniert ist.
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e Assoziativitiat von +:

(r N 7”) " (rs' 4 r's)s" +1"ss’ rs's" +r'ss” +r'"ss
s s N

S// SSIS// SSIS//

r 7,,/ 7,,// ,',,SIS// _|_ (T/S// + T”S/)S TS/S// + TJSS” _|_ ,},,//SS/
g + s’ ? - ss's" - ss's"

Also sind die beiden Ausdriicke gleich.

e Neutrales Element g (nach dem vorigen Lemma ist s beliebig): = + % =

retls — 25 — I (Kiirzen ist nach dem vorigen Lemma mdglich).

e Die Operation + ist kommutativ, weil R kommutativ ist.

e Das Inverse von % beziiglich + ist —": = + =F = W = S% =0g-1p
e Die Assoziativitdt von - ist klar. - ist iiberdies kommutativ, weil R
kommutativ ist.

e Distributivgesetz:

(rs’ +r's)r”
SS/S”
,’,,S/,r,// _|__ T/ST,//
88/8//

/N ani) 1,01

rr’s' s + 'y ss”

8818/181/
TT” ,r,/,r,//

SS” S/SII

e Einselement ¢ (nach dem vorigen Lemma ist ¢ beliebig): £ - £ =2 ==L

t st s
(Kiirzen ist nach dem vorigen Lemma moglich).

Damit sind alle Eigenschaften eines kommutativen Ringes mit Eins gezeigt.
Es bleiben die zusétzlichen Eigenschaften:

1. S7!'R ist ein kommutativer Ring mit Eins. Es bleibt noch zu zeigen,
dass 1 # 0 ist und es keine Nullteiler in S™'R gibt:
Aus 2 = £ wiirde t(0s — ss) = 0 fiir ein ¢ € S folgen. Damit wére jedoch
s?t =0 € S, ein Widerspruch.
Angenommen, es wére % - ’;—: = %. Dann folgt ¢'rr't = 0 fiir ein t’ € S.
Damit ist (t¢')(rr’) = 0 und somit 7’ = 0, weil tt' € S # 0 sein muss
und R keine Nullteiler enthilt. Daher r = 0V 1/ = 0, also £ = 0g-1

s
r_
oder ¥ = OsflR.



KAPITEL 32. RING DER BRUCHE, LOKALISIERUNG, . .. 132

2. s,tGS = %'Lzs—t:ls—lR.

s st

3. Wenn S = R\ {0}, dann gilt VZ mit r # 0: £ € ST'R, also hat jedes

Element # O0g-15 ein Inverses in S7!R.

O

Satz 32.3 Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines kommu-
tativen Ringes R, 0 &€ S.

1.

¢s : R — S7'R, definiert durch r — = (dabei ist s € S beliebig) ist
ein Ringhomomorphismus, und fir alle s € S gilt: pg(s) ist Finheit in
SIR.

2. Kerpg={re R|3se€ S mitrs =0}

3. Wenn S keine Nullteiler enthdlt, dann ist pg injektiv.

Beweis:
1. e g ist wohldefniert: s,t € S, r € R = = = datrs —srt = 0.
° @S(T +’l“,) — (7‘+;~/)5 — rs—gws — 7"52:_27»/52 _ T_SS + r/?s _ 905(7") + SOS(T/)

2.

rr's rr's? rs

o pg(rr') =T = TS =T8S = (1) - pg(r)

Ist s € S, dann ist pg(s) = % Einheit mit dem Inversen 5, wie
zuvor gezeigt wurde.

Sei pg(r) = 0g-1p = %. Dann folgt = = %, also trs? — ts0 = 0 fiir ein
t € S. Damit ist jedoch r(ts*) = 0 und ts* € S.

Sei umgekehrt rs = 0 fiir ein s € S. Dann ist pg(r) = = = g = 0g-1p,
also r € Ker ¢pg.

. Wenn S keine Nullteiler enthélt, dann kann es fiir » € R nur dann

ein s € S mit rs = 0 geben, wenn r = 0 ist. In diesem Fall ist dann
Ker g = {0}, also pg injektiv.

BEMERKUNG: Wenn R ein Ring mit Eins ist und 1 € S, dann hat ¢g die

einfache Form pg(r) = L.

1

BEMERKUNG: Wenn S nur aus Einheiten von R besteht, dann ist g : R —
SR ein Isomorphismus, d.h. R ~ S7!R (die Injektivitiit folgt, weil S nur
Einheiten, also keine Nullteiler enthélt, die Surjektivitat ist gegeben, weil

r
s

1

% = pg(rs™) fiir alle r € R, s € S ist).
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BEMERKUNG: Wenn 7T nur aus Einheiten von R besteht und S und S = SUT
multiplikativ abgeschlossen sind, dann ist S™'R ~ S’ ' R (Beweis als Ubung).
D.h., die Erweiterung der moglichen Nenner um Einheiten bringt nichts Neu-
es. Daher kénnen wir immer 1 € S annehmen, wenn R ein Einselement hat.
Damit ist (wie in der ersten Bemerkung festgehalten) pg = ¢

Wenn S keine Nullteiler enthiilt, fassen wir R als Unterring von S™!R auf,
wobel wir r € R mit § bzw. = 1dent1ﬁ21eren

Lemma 32.4 Seien R,T Ringe mit Eins, g : R — T ein Ringhomomorphis-
mus.

1. Wenn ein Nicht-Nullteiler von 7" in Im g liegt, dann ist g(1) =1
1

2. Wenn ¢(1) = 1, dann gilt fiir jede Einheit u € R: g(u)™ = g(u™?)
(insbesondere ist dann g(u) auch Einheit).

Beweis: als Ubung.

Satz 32.5 (Universelle Eigenschaft des Rings der Briiche) Sei S ei-
ne multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines kommutativen Ringes R,
ST'R ={%|r € R,s € S} der Ring der Briiche und ¢ : R — S™'R durch
@(r) = definiert.

Wenn T ein kommutativer Ring mit Eins ist und f : R — T ein Ringhomo-
morphismus, sodass fir alle s € S f(s) eine Einheit in T ist, dann gibt es
genau einen Ringhomomorphismus f : ST'R — T mit fop = f. Wenn f
injektiv ist, dann auch f.

Beweis: Definiere f(Z) = f(r)f(s)~". Dann sind alle Bedingungen erfiillt:
e f ist wohldefiniert: sei ~ = ’;, und ¢ € S mit t(rs’ — r’s) = 0. Dann ist

0=/(0)= f(t)(f(?")f(S’)—f(r’)f(S)) = FO () () F(r)f () =f ) ()7

Weil f(t)f(s)f(s') Einheit und daher kein Nullteiler ist, muss somit
Fr)f(s)™t = f(r")f(s)7! sein.

e f ist Homomorphismus beziiglich +'

7(f+7"_:) =
s S
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e f ist Homomorphismus beziiglich -:

—(r —(rr
1:5) - 71(%)

o fop(r) =f(=2) = f(rs)f(s)7" = f(r)f(s)f(s)7" = f(r), dh. fop = f.

Angenommen, g wére ein anderer Ringhomomorphismus, der alle diese Be-
dingungen erfiillt. Fiir alle s € S ist f(s) Einheit in 7. S # ), daher gibt
es ein s € 9, fur das f(s) = g(p(s)) € Img Einheit in 7" und damit kein
Nullteiler ist. Nach dem vorigen Lemma gilt dann g(1) = 1, und fiir alle
Einheiten v € S™'R ist g(u) Einheit mit g(u)™! = g(u™!). Damit ist jedoch

g(f) - 9(53) — g(e(P)e(5)™) = glp(r)glels) ™)

= ateatete) ™ = 1076 = 7(2)

Also ist f eindeutig bestimmt.

Wenn f injektiv ist, dann ist Ker f = {0}, also kann 0 = 7( )= f(r)f(s)™?
nur dann gelten, wenn f(r) = 0, also r = 0 gilt. Damit ist jedoch Ker f =
{05-1z}, also f injektiv.

O

BEMERKUNG: S™!R und ¢g sind durch diese universelle Eigenschaft bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt, d.h. wenn R’ ein kommutativer Ring mit Eins
und ¥ : R — R’ ein Ringhomomorphismus ist, sodass Vs € S 1(s) Einheit in
R ist und R/, die Eigenschaft erfiillen, dass fiir alle kommutativen Ringe
T mit Eins und alle Ringhomomorphismen f : R — T derart, dass f(s) fiir
alle s € S Einheit ist, ein eindeutiger Ringhomomorphismus f : R — T mit
f o1 = f existiert, dann gibt es einen Isomorphismus ¢ : S™'R — R’ mit
goys=1vund g~' o = ps.

Korollar 32.6 Sei R ein Integrititsbereich, K = S~'R mit S = R\ {0} sein

Quotientenkorper. R sei Unterring von K durch die Einbettung r — 1.

1. Wenn F ein Korper und f : R — F ein Ringmonomorphismus ist, dann
gibt es genau einen Kérpermonomorphismus f : K — F mit f|gr = f.
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2. Wenn F' ein Korper mit R < F ist, dann gibt es einen Korper K’ ~ K
mit R < K' < F, wobei K’ = {rs™'|r e R,s € R\ {0}}.

Beweis:

1. Weil f : R — F ein Ringmonomorphismus, also injektiv, ist, gilt fiir
alle r € R\ {0} f(r) # 0, also ist f(r) invertierbar. Nach der uni-
versellen Figenschaft existiert ein Monomorphismus f : K — F mit

70 iIlCch_J( = f, d.h. 7|R = f

2. f = inclg, F ist ein Ringmonomorphismus, also gibt es nach 1. einen
Monomorphismus f : K — F mit f|gp = f. Wéhlt man K’ = Im f,
dann ist K ~ K’, und weil wir wissen, dass f(£) = f(r)f(s)' =rs™!
ist, hat K’ die angegebene Form.

O

Lemma 32.7 Sei R ein kommutativer Ring, / < R und S C R multiplikativ
abgeschlossen mit 0 € S. Dann ist @g(/) - (S7'R) ein Ideal in S~'R und
es gilt ps(I) - (ST'R) = {]i € I,s € S} =: S7'I (alle Elemente, die eine
Bruchdarstellung mit Zahler in I haben).

Beweis: Seien i € J und £ € S™'R: dann ist & -2 = & = & ¢ {1]; ¢ [},
und wegen & + & = =4 ¢ G1T figp £ 8§71 gilt damit pg(I)- SR =
{es(i)f + ... +oslin) > n €N, i; €1, :—j e SR} C ST

Seien umgekehrt i € I und s € S. Dann ist £ = £5 € ¢g(I)- S™'R, also gilt
auch die umgekehrte Inklusion.

Es bleibt zu zeigen, dass es sich um ein Ideal handelt: wegen Og-1p € S™11
ist jedenfalls S™11 # 0. Aus ﬁ,;—l, € S folgt £ — ;—l, = % € S7'I, und
aus L € ST, L e ST'Rfolgt £ - =% € ST, Also ist S7'T ein Ideal.

O

BEMERKUNG: Aus £ € S7'T folgt im Allgemeinen nicht, dass r € I, sondern
nur, dass es ¢ € [, ¢ € S mit © = } gibt.

Lemma 32.8 Sei P ein Primideal, PNS = (). Dann gilt £ € S™'P = r € P.

Beweis: Sei © € ST'Pund p € P, tc S mit £ =2 Dann ist rtt' = pst’ € P
fiir ein ¢’ € S. Weil ¢t € S liegt und SN P = () ist, ist dies nur moglich, wenn
reP.

O
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Lemma 32.9 Sei J < S~!R. Dann ist ¢g'(.J) ein Ideal von R und
¢5'(J)={r € R|3s € S: L e J} (alle Zhler, die in Bruchdarstellungen
von Elementen in J vorkommen).

Beweis: Sei r so, dass 2 € J (d.h. r € ¢g'(J)). Dann ist auch £ = . 5 € J,
alsor e {re R|3Ise S: e J}

Sei umgekehrt r so, dass fiir ein s € S © € J. Dann ist auch % -2 = = =
ws(r) € J, also r € pg'(J).

v
<
v

Satz 32.10 Sei R ein kommutativer Ring, S C R multiplikativ abgeschlossen
und 0 & S.

1. Sei I < R. Dann gilt ST'T = S™'R & INS #10

2. Sei J<ISTIR. Dann gilt S~ (5" (J)) = J, insbesondere hat jedes Ideal
von SR die Form S—'I fiir ein Ideal I < R.

3. Eine Bijektion zwischen allen Primidealen P <R mit PN S = 0 und
allen Primidealen von S™'R ist gegeben durch P +— S~'P mit der
inversen Abbildung Q — p5'(Q).

Beweis:

1. Sei S_lf = S7'R. Dann gibt esi € fund s € S mit 1 = £ also
2 . Damit haben wir ts? = tsi fiir ein t € S, und ts?> € S (weil
S multlphkatlv abgeschlossen ist) sowie tsi € (well I ein Ideal ist).
Dabher ist ts?> = tsi € I NS und folghch Ins #4.
Sei umgekehrt ¢ € I NS. Dann ist * = 1 € S~'I. Ein Ideal, das
das Einselement enthélt, muss jedoch bekanntermaﬁen mit dem ganzen
Ring iibereinstimmen, d.h. S~'I = S~!R.

2. pg'(J) ist die Menge aller Zihler, die in Bruchdarstellungen von Ele-
menten aus J vorkommen, S~1pg'(J) folglich die Menge aller Briiche
mit solchen Ziahlern. Dazu gehoren aber jedenfalls alle Elemente von
J, also JCS Lot ().

Sei L € S7'pg'(J). Dann gibt es ein Element der Form % (t € S) in J,
und damlt ist aber auch 7 -+ =% € J, weil J Ideal ist. Also gilt auch
S~lpt(J) C J.

3. Ist P ein Primideal von R mit PN S = 0, dann ist S™'P ein Primideal
von ST1R; ist umgekehrt Q ein Primideal von ST!R, dann ist 0s'Q
ein Primideal von R, und S N pg'Q = (). (Beweise als Ubung)
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Damit ist die Abbildung S~! : P — S~!P eine Abbildung der Prim-
ideale von R mit PN S = () auf die Primideale von SR, und ¢g" ist
eine Abbildung der Primideale von S™!'R auf die Primideale von R mit
PNS=0.

In 2. wurde gezeigt, dass S~ opg' = id ist. Damit S~ und ¢g' invers
zueinander sind, muss auch noch gezeigt werden, dass gong_IP =P
fiir alle Primideale von R mit P NS =  gilt.

gong*lP ist die Menge aller Zihler, die in Bruchdarstellungen von
S—1P vorkommen. Jedenfalls gilt daher P C ¢§13*1P. Wegen Lem-
ma 32.8 hat aber jedes Element von S~!P nur Darstellungen mit Zihler
in P, daher gilt auch pg'S~'P C P.

O

Korollar 32.11 Sei R ein kommutativer Ring und P ein Primideal von R.
Sei weiters S = R\ P. Dann heifit Rp := S™'R Lokalisierung von R bei P.
Jedes Ideal von Rp hat die Form S~ fiir ein Ideal I C P, und eine Bijektion
zwischen den Primidealen von R, die in P enthalten sind, und allen Prim-
idealen von Rp ist durch @ — S71Q = @Qp mit der Inversen J — g’ (J)
gegeben.

Insbesondere ist Pp = S™'P das einzige maximale Ideal von Rp (da I C
P = S7l1cstp).

Definition 32.12 Ein Ring R heifit lokal, wenn er genau ein maximales
Ideal hat.

BEMERKUNG: Nach dem vorigen Korollar ist Rp lokal fiir jedes Primideal
PJdR.

BEMERKUNG: Ein Ring mit Eins R ist genau dann lokal, wenn die Nichtein-
heiten von R ein Ideal bilden (Beweis als Ubung).

BEMERKUNG: Viele Autoren setzen in der Definition von lokal voraus,
dal der Ring Noethersch ist, und nennen Ringe, die nach unserer Definition
lokal sind, quasi-lokal.



Kapitel 33

Faktorisierung in
Polynomringen

Satz 33.1 (Polynomdivision) Sei R ein Ring mit Eins, f,g € R[z], und
der Leitkoeffizient von g sei eine Einheit in R. Dann existieren eindeutig
bestimmte Polynome q,r € Rlx| mit f = qg + r, wobei r = 0 oder degr <
deg g ust.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Existenz. Wenn f = 0 oder deg f < degg,
dann kann f = 0g + f gewéhlt werden, d.h. ¢ = 0 und r = f. Sei andernfalls
n = deg f > deg g = m. Induktion nach n:

e Fiir n = 0 ist auch m = 0, d.h. ¢ ist konstant und eine Einheit in R.
Damit ist f = fg~'lg+0, dh. ¢ = fg~!' und r = 0.

o Sei f =371 jaut, wobei a, # 0, g = Y7 bz, m < n und by, eine
Einheit. a,z" b, !¢ ist ein Polynom vom Grad n mit dem Leitkoeffizi-
enten a,, also ist deg(f —a,z"™b,'g) < n—1. Nach der Induktionsvor-
aussetzung existieren ¢ und 7 in R[x] mit f—a,z""™b,'g = Gg+7, wobei
7 = 0 oder deg7 < deg g ist. Damit ist aber f = (¢ + a,z" " ™b g+ T,
also ¢ = G+ a,z" ™, und r = 7.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit der Darstellung. Es sei dazu f = gqg+1r =
dg+7r" mit r =0Vdegr < degg und " = 0V degr’ < degg. Dann folgt
r—r" = (¢ — q)g. Da der Leitkoeffizient von g kein Nullteiler ist, gilt fiir
alle h € R[x] mit h # 0: deg hg > deg g. Wire also ¢’ — ¢ # 0, dann miisste
deg(¢'—q)g > deg g, andererseits aber degr —r’ < max(degr, degr’) < degg
sein, ein Widerspruch. Also gilt ¢ — ¢ = 0 und damit v —r = 0, also ¢ = ¢
und r = 1’.

O
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Korollar 33.2 Sei K ein Korper. Dann ist K[z] ein Euklidischer Bereich
mit der Rangfunktion deg. Zusétzlich sind ¢, r immer eindeutig bestimmt.

Beweis: Weil K ein Integritiatsbereich ist, trifft dies auch auf K[z] zu. Jedes
f € K[z] hat eine Einheit als Leitkoeffizienten, weil es aufier 0 nur Einheiten
in K gibt.

AuBerdem ist die Eigenschaft deg(fg) > deg(f) der Rangfunktion auch
erfiillt, weil fur f, g € R[x] mit f, g # 0 der Leitkoeffizient jeweils eine Einheit
ist und daher deg(fg) = deg f + degg > deg f gilt.

O

Satz 33.3 (Restsatz) Sei R ein Ring mit Eins, f = > ,_, axz® € R[z] und
¢ € R. Definiere f(c) :== >_}_,arc® € R. Dann gibt es genau ein q¢ € R[]
mit f(z) = q(z)(z — ©) + 1(0).

Beweis:

n n

flz) = fle) = Zakxk — Zakck = Zak(a:k —c

k=0 k=0

= Y a(@ 2" e+ L+ F (o) = q(@)(z - o)

also gibt es ein solches Polynom.
Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Diese folgt aber aus der Eindeutigkeit der
Koeffizienten bei Division mit Rest von f durch (z — ¢).

O

Korollar 33.4 Wenn f € R[z] ist, c € R und f(c) :== > ,_,axc® € R, dann
gilt f(z) =q(x)(z—c)+d = d= f(c).
Beweis: Folgt aus dem Restsatz und der Eindeutigkeit der Koeffizienten bei

Division mit Rest. Fiir ein kommutatives R folgt diese Tatsache natiirlich
aus der Definition des Einsetzhomomorphismus.

O

Korollar 33.5 Sei R ein Ring mit Eins, f € R[z] und ¢ € R. Dann gilt:
fle)=0 < JgeRlz]: f(z) =q(x)(x—c)

Beweis: Es gelte f(z) = q(z)(x — ¢) fiir ein ¢ € R[z]. Nach dem Restsatz ist
andererseits f(z) = ¢(z)(x — ¢) + f(c). Aus der Eindeutigkeit der Division
mit Rest folgt damit ¢ = ¢ und f(c) = 0.

Die Umkehrung ergibt sich sofort aus dem Restsatz.
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OJ

Definition 33.6 Sei S ein kommutativer Ring mit Eins, R < S. ¢ € S heifit
Nullstelle (oder Wurzel) des Polynoms f € R[x], wenn f(c) = 0 ist.

Satz 33.7 Sei E ein Integrititsbereich, D < E, f € Dlx| und f # 0. Wenn
deg f =n, dann hat f héchstens n verschiedene Nullstellen in E.

Beweis: Seien cy, ..., ¢, verschiedene Nullstellen von f. Wir zeigen mit In-
duktion nach m, dass es ein Polynom ¢ gibt, sodass f(z) = ¢(x)(x — ¢1)(z —

c2) ... (x—cp):

e Fiir m = 1 gibt es nach dem Restsatz ein Polynom ¢ mit f(z) =
q(z)(x — 7).

e Induktionsschritt: nach Voraussetzung gibt es ein Polynom ¢, sodass
f(z) = q(z)(x — c1)...(x — ¢-1). Die ¢; sind verschieden, also ist
¢m — ¢ # 0 fiir alle 7. Nach dem Einsetzhomomorphismus ist 0 =
flem) = qlem)(em —c1) ... (€m — ¢m—1). Da E ein Integritétsbereich ist,
muss daher ¢(¢,,) = 0 sein.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ein ¢ mit ¢ = G(x —¢,,,), und
es gilt somit f(x) = q(x)(z — 1) ... (z — cn).

Da deg((z —¢1) ... (x — ¢)) = m gilt und wegen f # 0 auch g # 0 ist, folgt
m < degq+m = deg f (weil E Integrititsbereich ist).

O

BEISPIEL: R = My(Z) ist kein Integritéitsbereich. Das Polynom x? — I hat
unendlich viele Nullstellen, ndmlich etwa ( (1) )_\1 ) fiir alle A € Z.

BEISPIEL: R = Zq ist kein Integrititsbereich, 2 hat die Nullstellen 0, 3 und
6.

BEISPIEL: R = H sei der Schiefkérper (nicht kommutativ!) der rationalen
Quaternionen. Das Polynom 22 + 1 hat in H die Nullstellen 43, 45, +k,
obwohl H keine Nullteiler enthélt!



Kapitel 34

Formale Ableitung — mehrfache
Nullstellen

Definition 34.1 Sei D ein Integritétsbereich, f € D[z]|, f # 0, ¢ € D. Sei
m € Ny maximal, sodass g € D|z] mit f(z) = g(x)(z — ¢)™ (m maximal,
sodass (z —¢)™ | f in D[z]). Dieses maximale m existiert, weil m durch deg f
beschrénkt ist, wegen

(x—c)"g(z) = f(z), f#0 = degf=degg+m >m.

(Hier haben wir verwendet, dass D ein Integritdtsbereich ist!).

Wenn m = 1, dann heif3t ¢ einfache Nullstelle von f. Wenn m > 1, dann
heifit ¢ mehrfache Nullstelle von f. In beiden Féllen heifit ¢ m-fache Nullstelle
von f. m heifit Vielfachheit der Nullstelle ¢ von f.

Definition 34.2 Sei R ein Ring mit Eins, f(z) = >.}_,ax2* € R[z]. Die
formale Ableitung von f ist das Polynom

—_

= Z kapz" ' = (k + Dagypq 2"
k=1 0

3

i

BEMERKUNG: Es gilt f = a9y € R = f' = 0, aber nicht die Umkehrung,.
So ist etwa die Ableitung von f(x) = ag + a12? + asz* iiber einem Ring mit
X(R) = p auch f" = pa;aP~! + 2paz*~! = 0.

Lemma 34.3 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, f,g € R|z], ¢ € R,
n € N. Dann gilt:

L (cf) = cf
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2. (f+9)=f+4g

3. (fg)="f'g+fd

4. (f") =nfrtf
Beweis:

1. trivial.

2. trivial.

3. Sei f =Y _japz"und g = D)% biz!. Dann gilt fg = ZZS”(Z;LO a;br_;)x"
und somit

(f9) = g(k: +1) Cié ajbk+1_j)xk

und andererseits

k k
fla+1td = (Z(ﬁl)ajﬂbkj+2aj<k+1—j>bkﬂj)x’f
k>0 N j=0 =0
k+1 k
S 3 SETUNEES S SR ¥
k>0 Nj=1 =0
k+1 k+1
= (it + L ar 1= s )
E>0 Nj=0 =0
k+1
= (Z(k + 1)@jbk+1j) at
k>0 \j=0

4. Induktion nach n:

e Fiir n =1 gilt die Behauptung trivialerweise.

e Es gelte (f"!) = (n — 1) 2f". Dann folgt (f") = (ff* 1) =
f/fn—l + f(fn—l)/ — f/fn—l + f(n _ 1)fn—2f/ — nfn_lf/.

O

Proposition 34.4 Sei D ein Integritéitsbereich, ¢ € D eine Nullstelle von
f € Dlz]. c ist genau dann mehrfache Nullstelle, wenn f’(c¢) = 0 bzw.
(x —¢)| f'in D[z].
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Beweis: Weil ¢ Nullstelle ist, gilt nach dem Restsatz f(x) = g(x)(x —¢)™ fiir
ein m > 1. Sei m maximal mit dieser Eigenschaft. Dann gilt g(c) # 0 (weil
sonst nach dem Restsatz (z — ¢) | g und damit (z — ¢)™*!| f gelten wiirde).
Im Fall einer einfachen Nullstelle (m = 1) folgt: f'(z) = ¢'(z)(x — ¢) + g(z),
also f'(¢) = g(c) # 0 (Einsetzhomomorphismus) und daher auch (x —c¢) t f'.
Im Fall einer mehrfachen Nullstelle (m > 1) folgt: f'(z) = ¢'(z)(x — ¢)™ +
mg(z)(z — )™ . Weil m — 1 > 0 ist, kann man (z — ¢) herausheben, und es
gilt (z — ¢) | f/ und damit auch f’(c) = 0.

O

Korollar 34.5 Sei D ein Integritédtsbereich, ¢ € D, f € Djx]. ¢ ist genau
dann mehrfache Nullstelle von f, wenn f(c) = 0 und f’(c) = 0 gilt bzw. wenn
(x — ¢) ein gemeinsamer Teiler von f und f’ ist.

Definition 34.6 Zwei Elemente a, b eines Integritatsbereiches heiflen relativ
prim, wenn Yc € D (c|a A c|b = c ist Einheit).

BEMERKUNG: Wenn ggT(a,b) existiert, dann ist ,a, b relativ prim* dquiva-

lent zu ggT(a,b) ~ 1.

Korollar 34.7 Sei D ein Integritéitsbereich, f € D[x]. Wenn f und f’ relativ
prim sind, dann hat f keine mehrfachen Nullstellen in D.

Definition 34.8 Ein Polynom f € R|x] heifit irreduzibel iiber R (bzw. ir-
reduzibel in R[z]), wenn f ein irreduzibles Element von R[z] ist (d.h. f ist
weder Einheit noch Nullteiler, und aus f = gh folgt, dass g oder h Einheit
in R[z] ist).

BEMERKUNG: Wenn D, E Integritdtsbereiche mit D < FE sind, dann gilt
weder ,, f irreduzibel in D[x] = f irreduzibel in E[z]“ noch die Umkehrung.

BEISPIEL: f(z) = 22? + 2 € Z[z] C R[z] C Cla].

e [ ist nicht irreduzibel in Z[z]: f(z) = 2(z* 4+ 1), und 2, (2* + 1) sind
keine Einheiten.

o f ist irreduzibel in R[z], da deg f = 2 und f keine Nullstellen in R hat
(sieche Lemma 34.12).

e f ist nicht irreduzibel in C[z]: f(z) = 2(x + i)(z — 7), und 2(x + 1),
(x — i) sind keine Einheiten.

Definition 34.9 Ein Polynom f heifit linear, wenn deg f = 1.
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Lemma 34.10 Sei D ein Integritéitsbereich.

1.

2.

3.

Wenn ¢ € D, dann ist ¢ irreduzibel in D[x] genau dann, wenn ¢ in D
irreduzibel ist.

Ist u eine Einheit in D und ¢ € D, dann ist uz + ¢ irreduzibel in D|x].

Sind a, b relativ prim in D, a # 0, dann ist ax + b irreduzibel in D[z].

Beweis:

1.

¢ = 0 ist weder in D noch in D|z] irreduzibel, daher kann ¢ # 0
angenommen werden. Weiters wissen wir bereits, dass ¢ genau dann
Einheit in D[z] ist, wenn es auch in D Einheit ist. Wenn fg = c ist,
dann folgt aus ¢ € D wegen deg(fg) = deg f + degg auch f,g € D.
Daher gilt fg = c fiir Nicht-Einheiten f, g in D[x] genau dann, wenn
dies auch in D der Fall ist. Folglich ist ¢ genau dann irreduzibel in D]x],
wenn es auch in D irreduzibel ist.

Spezialfall von 3.

. Angenommen, ax+b = f(z)g(x) fiir Polynome f, g € D[z]. Aus deg f+

deg g = 1 folgt deg f = 0, deg g = 1 oder umgekehrt, 0.B.d.A. deg f =
0. Das bedeutet f = c € D, g = a’x + V' mit @’ # 0. Es gilt dann
ar+b=c(dz+0b) = ca'x+cl. Damit ist jedoch ¢ gemeinsamer Teiler
von a und b, also ist ¢ Einheit.

O

Korollar 34.11 Ist K ein Korper, dann ist jedes lineare Polynom in K|x]
irreduzibel.

BEMERKUNG: Ist R kein Integritétsbereich, sondern nur kommutativer Ring
mit Eins, dann muss nicht einmal x irreduzibel sein. So ist etwa in Zg[z]
(22 +3)(3x — 4) = 62* + 9 — 8x — 12 = x, und weder 2z + 3 noch 3z — 4 ist
Einheit (weil schon das jeweilige ay keine Einheit ist).

Lemma 34.12 Sei K ein Korper, f € K[z, f # 0.

1.

2.

f hat genau dann einen Linearfaktor (d.h. einen Teiler vom Grad 1) in
K|[z], wenn f eine Nullstelle in K hat.

Wenn deg f = 2 oder deg f = 3, dann ist f genau dann irreduzibel
iiber K, wenn f keine Nullstelle in K hat.
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3.

Die Aussagen 1. und 2. gelten auch noch, wenn K nur ein Integritéts-
bereich ist, aber f normiert ist (d.h. der Leitkoeffizient ist 1).

Beweis:

1.

Satz

Ist f(z) = g(z)(ax + b) mit a # 0, dann ist —ba~! eine Nullstelle
von fin K (ist K nur Integrititsbereich, aber f normiert, dann muss
a Einheit sein, denn a, multipliziert mit dem Leitkoeffizienten von g,
ergibt den Leitkoeffizienten von f, also 1).

Die Umkehrung folgt aus dem Restsatz.

. Wenn f = gh, dann ist degg + degh = deg f, und weil Polynome

vom Grad 0 in K[z] Einheiten sind, sind 1,1 bzw. 2,1 die einzigen
Moglichkeiten fiir die Grade von g und h. Daher muss f in diesem
Fall einen Linearfaktor und damit eine Nullstelle haben, d.h. f nicht
irreduzibel = f hat Nullstelle.

Hat andererseits f eine Nullstelle ¢, dann gilt f(x) = g(x)(z — ¢) fiir
ein g € K[z] mit degg > 1, d.h. weder ¢g noch (z — ¢) ist Einheit, und
damit ist f auch nicht irreduzibel.

34.13 Seien K und D Kérper, K C D und f € K|x].

. Wenn ggT(f, f') = 1 in K[z], dann hat f keine mehrfachen Nullstellen

m D.

Wenn [ irreduzibel in K[z] ist und f in D eine Nullstelle hat, dann
qilt:
f hat mehrfache Nullstelle in D <= f' =0

Beweis:

1.

K|z] ist ein Euklidischer Bereich, also insbesondere ein Hauptideal-
bereich, daher existiert ggT(f, f') = d, und er ldsst sich als Linear-
kombination d(z) = h(zx)f(x) + k(z)f'(x) darstellen. Wenn ¢ € D eine
mehrfache Nullstelle ist, dann gilt f(¢) = 0 und f’(c) = 0, also d(c) = 0,
was einen Widerspruch zu d ~ 1 darstellt (d ~ 1 bedeutet, dass d eine
Einheit in K[xz], also eine Konstante # 0 ist).

. Wenn f irreduzibel ist und g € K[z] mit ¢g| f, dann ist g Einheit oder

g~ fin K[x].

Im Falle, dass f’ # 0, kann ein Teiler von f, der f ~ ¢ erfiillt, wegen
deg f' < deg f nicht auch f’ teilen. Daher muss jeder gemeinsame Tei-
ler von f und f’ eine Einheit sein, und es folgt aus 1., dass f keine
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mehrfachen Nullstellen hat.
Ist andererseits f* = 0, dann ist jede Nullstelle von f auch Nullstelle
von f’, also mehrfache Nullstelle von f.

O



Kapitel 35

Polynome iiber ZPE-Ringen

Lemma 35.1 Ist D ein ZPE-Ring, K sein Quotientenkérper und § € K,
dann existieren r,s € D mit s # 0, ggT(r,s) = 1 und § = % (gekiirzte
Darstellung).

a a

Beweis: Wenn ggT(a,b) = d, dann ist § = ﬁ = & mit ggT(a’,b') = 1.

0
Satz 35.2 Sei D ein ZPE-Ring, K sein Quotientenkirper, f(x) =Y p_, axx® €
Dlx]. Wenn § € K mit ggT(c,d) =1 und f(5) =0, dann gilt c|ap und d | a,,.

Beweis: Aus Y ,_, @kfl_]; = 0 ergibt sich durch Multiplikation mit d":
> hod"Farc® = 0. Damit ist

2dn72 -

apd” = —aycd™ ! — ayc o= apc”

Weil ¢ die rechte Seite teilt, muss es auch aod™ teilen, weil aber ggT(c,d) = 1
ist, folgt ¢ | ao.
Andererseits ist

A" = —apd™® — ajed™™t — .. —a,_1dc™H

Weil d die rechte Seite teilt, muss es auch a,c" teilen, weil aber ggT(c,d) =1
ist, folgt d | a,.

O
Definition 35.3 Sei D ein ZPE-Ring, f(z) = Y_;_,axz" € Dlz], f # 0.

Dann heifit ggT(aq, . . . , a,,) der Inhalt des Polynoms f. Wenn ggT(ay, ..., a,) ~
1, dann heiBt f primitives Polynom. Man schreibt den Inhalt als C'(f).
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Lemma 35.4 Sei D ein ZPE-Ring, f € D[z|, f # 0, a € D. Dann gilt:
Claf) = aC(f)
2. Zu [ existiert ein primitives Polynom f mit f = C(f)f.
Beweis: als Ubung.

Lemma 35.5 (Lemma von Gaufl) Sei D ein ZPE-Ring, f,g € D[z] pri-
mitive Polynome. Dann ist fg primitiv.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes prime Element p € D ein Koef-
fizient ¢ von fg existiert, sodass p { ¢ (dann haben die Koeffizienten von fg
keinen nichttrivialen gemeinsamen Teiler).

Sei also p € D prim, f = > apa®, g = > bpa®, = > cpa®. Wihle n
minimal, sodass p 1 a, und m minimal, sodass p 1 b, (ex1stleren weil f und
g primitiv sind). Dann ist coym = 2501y, bk Fiir j < n gilt aber p|a;
und damit p | a;by. Fiir j > n ist andererseits k < m, daher p| b, und p | a;by.
Also ist ¢,1m = a,b,, mod p, und weil p prim ist und weder a,, noch b, teilt,
teilt p auch a,b,, nicht, also p 1 ¢, m-

O

Korollar 35.6 Sei D ein ZPE-Ring, f,g € Dlx|, f,g # 0. Dann gilt C(fg) =
C(f)Cg).

Beweis: Es gilt f = C(f)f un und g = C(g)g fiir primitive Polynome f und g.
Danit st C(73) = C(C(NC(5)) = CICC3) = CU1IC). danach

dem Lemma von GauB C'(fg) =

O

Lemma 35.7 Sei D ein ZPE-Ring, K sein Quotientenkorper. Sind f,g pri-
mitiv in Dz|, dann gilt f &~ ¢g in D[z] genau dann, wenn es auch in K[z]
gilt.

Beweis: (,=“) Es gelte f ~ g in D[z|, d.h. es gibt eine Einheit v € D[z] (u
ist also auch Einheit in D) mit f = ug. Dann ist insbesondere u € K \ {0}
und damit auch Einheit in K[z|, daher f ~ g in K|z].

(<) Es sei f = Sg fiir ein § € K\ {0}. Es gelte 0.B.d.A. ggT(c,d) =1
(eine solche gekiirzte Darstellung existiert). Dann folgt aus df = cg:

d=d-1~=dC(f)~=C(df) =Cl(cg) = cC(g)~c-1=c

in D, also c~ d in D.
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Es ist daher ¢ = dv fiir eine Einheit v € D, damit ¢ = v und schlielich
f =wg, also f ~ g in D[x].

OJ

BEMERKUNG: Die Aussage ,,f ~ g in D[z]| = f =~ g in K|z|* gilt auch fiir
beliebige Integritatsbereiche.

Lemma 35.8 Sei D ein ZPE-Ring, K sein Quotientenkorper, f € Dlx],
f # 0, und f primitiv. Dann gilt:

f irreduzibel in D[z] <= f irreduzibel in K[z]

Beweis: Es sei f irreduzibel in D[z]. Angenommen, es gibe g, h € K|x], keine
Einheiten, mit f = gh. Dann folgt degg > 1 und degh > 1 (weil f, g, h # 0).
Seien a,b € D derart, dass ag = g1 € D[z] und bh = hy € D[z]. Es existie-
ren primitive Polynome § und A mit g; = C(g1)§ und hy = C(hy)h. Es ist
deg g = deg g, = deg g und degh = deg hy = deg h.

In Diz] gilt abf = g1hy, daher ab ~ C(abf) = C(g1h1) = C(g1)C(hq1). Also
existiert eine Einheit v € D mit uab = C(g1)C(hy).

abf = g1hy = uabgh, also f = ugh, wobei ug, h € D[z] mit deg(ug),degh >
1, also keine Einheiten, sind. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Irreduzibi-
litdt von f in Dlx].

Sei umgekehrt f irreduzibel in K[z]. Angenommen, es gibe g, h € D|z], keine
Einheiten, mit f = gh. Dann muss g oder h Einheit in K|z| sein, 0.B.d.A.
sei g Einheit.

Dann ist g € K \ {0}, degg = 0, und da g € D[z] ist, auch g € D. Es folgt
1~ C(f) =~ C(gh) =¢C(h) in D, d.h. g|1, also ist g Einheit auch in D und
damit in D|x].

O

Satz 35.9 Ist D ein ZPE-Ring, dann ist auch D[z| ZPE-Ring.

Beweis:

e Existenz der Zerlegung in irreduzible Elemente:
Wenn ¢ € D C D[z] und ¢ = p;...pn, wobei die p; irreduzibel in D
sind, dann sind sie das auch in D[z].
Sei jetzt deg f > 1. f = C(f)f, wobei f primitiv ist. C'(f) lisst sich
als Produkt irreduzibler Elemente schreiben, also geniigt es zu zeigen,
dass sich jedes primitive Polynom f als Produkt irreduzibler Elemente
schreiben lasst.
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K sei der Quotientenkorper. Dann ist K|[x] ein Euklidischer Bereich,
also ein ZPE-Ring. Damit lésst sich f als f = hy...h, mit irredu-
ziblen h; € K|[z] schreiben. Es gibt weiters a; € D (a; # 0), sodass
a;hi = g; € Dlx] und primitive ¢; € D[z| mit g; = C(g;)g;- Dann ist
9i = gieyhi, und in K [z] gilt damit §; ~ h;, also ist g; irreduzibel in
K{z|, weil h; irreduzibel in K[z] ist. Weil tiberdies g; primitiv ist, ist es
auch irreduzibel in D[z]. )
Esgilt a...anf =g1...9, = C(g1)...C(gn)G1 - - - Gn, und weil f und
g1 - - . gy primitiv in D[z] sind, muss a; . ..a, =~ C(g1)...C(g,) in D gel-
ten. Somit existiert eine Einheit u € D mit C(gy)...C(gn) = uay ... a,.
Damit ergibt sich a . .. anf = uai . .. angi - - . G, also f = (ug1)ga - - - Gn,
d.h. f hat eine Zerlegung in Irreduzible.

e Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Elemente:
Sei f =p1...png1 - .- gm mit konstanten irreduziblen p; € D und irre-
duziblen Polynomen ¢; mit deg g; > 1.
Weil g; irreduzibel ist, ist es auch primitiv (sonst wére C(g;)g; eine
nichttriviale Zerlegung). Also ist auch ¢; ... g,, primitiv.
Daher ist C(f) ~ p1...p,. Wenn weiters f = ¢ ...qihy...h mit
konstanten irreduziblen ¢; € D und irreduziblen Polynomen h; mit
deg h; > 1ist, dann gilt auch C(f) ~ ¢ . .. qx. Wegen der Eindeutigkeit
der Zerlegung in D folgt k£ = n, und es gibt eine Permutation © € S,
mit p; & ¢r@;). Durch Kiirzen erhélt man g; ... g, = (uhy) ... Iy
G1y -y Gms why, ... by sind irreduzibel in D[z], und sie sind primitiv,
also sind sie auch irreduzibel in K[z]. Aufgrund der Eindeutigkeit der
Zerlegung in K[x] gilt damit m = [, und es gibt eine Permutation
o € Sy mit g; & hegy in K[z]. Weil g;, hr) jedoch primitiv sind, gilt
dies auch in D|x].

OJ

Satz 35.10 (Eisensteinsches Irreduzibilitdtskriterium) Sei D ein ZPE-
Ring, K sein Quotientenkirper. Sei weiters f = Y, _ axx® € Dlz] mit
deg f > 1. Wenn es ein irreduzibles p € D gibt, sodass p { a,, pla; fir
i=0,...,n—1, und p*{ ay, dann ist [ irreduzibel in K|[z].

Beweis: [ = C(f)f, f= Sor_oapx®. Wegen p t a, = C(f)al, gilt p { a,
analog p* 1 aj.

Wegen p 1 a, teilt p auch C(f) nicht, daher gilt wegen p|a; = C(f)a} auch
p|d, fiir i =0,...,n — 1. Wir zeigen nun, dass f in D[z] irreduzibel ist:
Angenommen, es wire f = gh, wobei g, h € D|x] keine Einheiten sind. Dann
ist deg g > 1 und degh > 1 (eine Konstante, die 1 teilt, teilt auch C(f) =1).
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Seig = >, bxx” mit b, # 0und h = ZZ:O cpx® mit ¢ # 0. Es gilt m, [ > 1,
also auch m,l < n, weil m + [ = n.

p? 1 ay = boco, aber p|aj, daher teilt p genau eines der Elemente by, co,
0.B.d.A. p|by, p1co.

Sei k& minimal, sodass p 1 by (existiert, weil p nicht alle @} teilt). Dann ist
0 <k <m <n.Esist jedoch aj, = bocg + bicg—1 + ... + brco. Weil p|aj und
p|b; fiir i < k gilt, folgt damit aber p|bgco, also entweder p| by, oder p| ¢y,
ein Widerspruch.

Damit ist gezeigt, dass f in Dlz] irreduzibel ist; da es primitiv ist, ist es auch
irreduzibel in K [z]; weil zudem f ~ f in K[z], ist f auch irreduzibel in K [z].

O

BEISPIEL: 323 + 1222 + 18 € Z[x] ist (p = 2) irreduzibel in Q[z] (aber nicht
in Z[z]).

BEMERKUNG: Dieser Satz ermoglicht die Konstruktion von irreduziblen Po-
lynomen beliebig hohen Grades iiber einem ZPE-Ring wie z.B. Z.
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Kapitel 36

Freie Abelsche Gruppen

BEMERKUNG: Im folgenden werden alle Gruppen Abelsch (kommutativ) sein
und additiv geschrieben werden. Damit &ndern sich auch alle weiteren Nota-
tionen:

additiv | multiplikativ
+ .
a+b ab
—a a”?!
a—2b ab™!
na a"
H+ K HK
0 e

BEMERKUNG: In einer kommutativen Gruppe (G, +) gilt fiir Untergruppen
H K <G:

HVK=(HUK)=H+K={h+k|he HkeK}
BEMERKUNG: Ist (G, +) kommutativ und X C G, dann gilt
(X) ={k1x1+. . .+kyz, |n € Ny, 21,...,2, € X verschieden, ky,... k, € Z}

Definition 36.1 Eine Teilmenge X einer kommutativen Gruppe A heifit
Basis von A, wenn gilt:

e (X)=A (X ist Erzeugendensystem von A)

e Fiir alle paarweise verschiedenen xz1,...,x, € X und alle kq,...,k, €
7 gilt: aus kixy + ... + kpx, = 0 folgt Vi : k; = 0 (X ist Z-linear
unabhéngige Menge)

153
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Eine Abelsche Gruppe, die eine Basis besitzt, heifit freie Abelsche Gruppe.

BEMERKUNG: {0} gilt als frei Abelsch mit Basis {).

BEMERKUNG: Ist ¢ : A — B ein Isomorphismus, dann ist {z;|i € I} genau
dann Basis von A, wenn {¢(x;)|i € I} eine Basis von B ist.

BEMERKUNG: Ist C' die innere direkte Summe von A, B C C sowie X eine
Basis von A und Y eine Basis von B, dann ist X UY eine Basis von C.

Satz 36.2 Sei A eine kommutative Gruppe. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

e A hat eine Basis X = {x;|i € I} # 0.

o A ist innere direkte Summe der unendlichen zyklischen Untergruppen
(z:).

® > .o Z~ Amitl einem Isomorphismus ¢ : Y .., 7 — A, der ¢(e;) = x;

1 i=3

0 i#j

i€l

erfillt. Dabei ist e; = (k;)jer mit k; =

Beweis:

e (1. = 2.): Da X Z-linear unabhéngig ist, gilt Vo € X, k € Z kx =
0 = k = 0, daher ist (x) unendlich. Wegen der Kommutativitdt von A
ist (x) fiir alle z € X ein Normalteiler, und es gilt A = (U, cx()), da
A= (X).

Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir alle ¢ € I (z;) N (U, (z;)) = {0}
gilt. Sei dazu a € (z;) N (U,.(z;)). Dann gibt es ji, ..., jn € I\ {i}
und ki, ..., kp,l € Zmit a = lz; = kixj, + ...+ kyxj,. Es folgt

iz, + ...+ knaj, —lo;=0=k =0,l=0=a=0

e (2. = 3.): Wir definieren ¢ : >, Z — A durch ¢((k;)icr) = ki, zi;, +
oo+ ki x;,, wobei {iy,...,i,} = {i € I|k; # 0}. Dann ist ¢ surjektiv,
weil X C Imyp < A gilt. ¢ ist injektiv, weil X Z-linear unabhéngig ist
und somit

kilxil + ..+ kinl‘in = lilxzj + ...+ linxin
= k’z‘j =]

v
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gilt. ¢ ist ein Homomorphismus, weil A kommutativ ist und somit

o((ki + Li)ier) = (ki + L)z + -+ (ki + 1),
= k’il[Eil + ...+ kznxzn + lilxh 4+ ...+ linxin
= @((ki)ier) + ©((li)ier)

folgt.

e (3. = 1.): Wir zeigen dazu, dass (e;);cs eine Basis von ) ., Z ist: wenn
(ki)ier ein Element von )., 7Z ist, dann lésst es sich als (k;)ier =
ke + ...+ ki,e;,, mit {i1,...,i,} = {i € I'|k; # 0} schreiben. Also
ist (e;);er ein Erzeugendensystem.

Ist andererseits k; e;, +...+k;,e;, = 0, wobei die ; paarweise verschie-
den sind, dann folgt (I;);c; = 0 mit

l:{k:ij i=1i; € {i1, ... in}

0 sonst

also [; = 0 Vi und in weiterer Folge k;; = 0 Vj. Also ist (e;)ic; auch
Z-linear unabhéngig.

0

Satz 36.3 Sei A cine freie Abelsche Gruppe mit Basis X undi: X — A die
Finbettung von X in A (i(x) = ). Dann gibt es fir alle Abelschen Gruppen
H und alle Funktionen f : X — H genau einen Gruppenhomomorphismus

[:A—Hmit foi=[(flx=1)

Beweis: Da X ein Erzeugendensystem von A ist, folgt fiir zwei Gruppenho-
momorphismen f,§ mit f|x = g|x auch, dass f = g auf ganz A gilt. Also
gibt es hochstens einen solchen Gruppenhomomorphismus.

Sei andererseits f durch

gegeben. Dann ist f wohldefiniert, weil jedes © € A genau eine Darstellung
der Form kyz;, + ...+ k,z;, hat. Die Tatsache f|x = f ist unmittelbar er-
sichtlich, und dass es sich um einen Gruppenhomomorphismus handelt, lédsst
sich leicht nachpriifen. Also gibt es tatséchlich einen eindeutigen Homomor-
phismus, der die Bedingungen erfiillt.

O
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BEMERKUNG: Wenn A eine Abelsche Gruppe mit () # X C A ist, sodass
fiir jede Abelsche Gruppe H und jede Funktion f : X — H genau ein
Gruppenhomomorphismus f : A — H mit f|x = f existiert, dann ist A eine
freie Abelsche Gruppe mit Basis X (Beweis als Ubung).

Satz 36.4 Je zwei Basen einer freien Abelschen Gruppe sind gleichmdchtig.

Beweis: Wir unterscheiden die folgenden beiden Fille:

1. Es gibt eine endliche Basis X C A. In diesem Fall betrachten wir
Hom(A,Zy) = {f : A — Zy| f ist Gruppenhomomorphismus}. Nach
vorigem Satz gibt es eine Bijektion ¢ : Z5 — Hom(A,Z,), der jeder
Funktion f : X — Zj; einen Homomorphismus ¢(f) = f zuordnet. Also
ist | Hom(A, Zs)| = |Z5 | = 21, Fiir jede weitere Basis Y muss ebenso
| Hom(A, Zy)| = 21 gelten. Es folgt dann 21X = 2¥l = | X| = |Y].

2. Alle Basen sind unendlich. In diesem Fall zeigen wir, dass fiir jede
unendliche Basis X |X| = |A| gilt. Dabei ist |X| < |A] klar, weil
X C A ist.

Fir z € X gilt |[(z)] = |Z] = Np. Sei nun S = (J,,oy X" und fiir
s=(x1,...,2,) €S

A= (x1,..., ) = (1) D ... ® (1) ~ZD...0L

Dann ist |A,| = |Z"| = Ro und A = [ J,.q As, also |[A] < [S]- Ry, Weil
| X" = |X| fiir unendliches X gilt, folgt weiters |S| < |N| - |X| = |X]|
und damit |[A] < |S]- Ry < |X] - Ny = |X| (| X]|- Ry = | X], falls X
unendlich ist).

OJ

Definition 36.5 Sei A eine freie Abelsche Gruppe und X eine Basis. Dann
heiBt | X| der Rang von A.

Korollar 36.6 Sei A; eine freie Abelsche Gruppe mit Basis X; und A, eine
freie Abelsche Gruppe mit Basis X,. Dann gilt A; ~ Ay < | X;| = | X

[43

Beweis: “=": Ist ¢ : Ay — Aj ein Isomorphismus, dann ist f(X) eine Basis
von A, mit |f(X1)] = | X1], also folgt | Xa| = | f(X1)| = | X4].

“«<": Sei umgekehrt g : X; — X5 eine Bijektion. Dann ldsst sich diese zu
einem Homomorphismus ¢ : A; — Ay fortsetzen, der ¢ o iy = iy o g erfiillt
(dabei sind 41, i die Inklusionen von X, Xy in Ay, A,). Ebenso lisst sich ¢!
zu einem Homomorphismus v fortsetzen, der 1) o iy = i; o g~ ! erfiillt.
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Dann ist ¥ o0 ein Homomorphismus mit ¢opoi; = 1)oisoqg = i;09 tog = iy,
d.h. ¢ o ¢ ist die eindeutige Fortsetzung von i; zu einem Homomorphismus.
td 4, ist jedoch auch eine Fortsetzung von i; zu einem Homomorphismus, also
gilt 1 o p = id4, und analog auch ¢ oy = id,,. Damit sind ¢ und v sogar
Isomorphismen.

O

Satz 36.7 Jede Abelsche Gruppe mit Erzeugendensystem X ist homomor-
phes Bild einer freien Abelschen Gruppe vom Rang | X|.

Beweis: Sei (G,+) Abelsch und G = (X), wobei X = {x;|i € I}. Sei A =
> icr Z die freie Abelsche Gruppe und f: {e;|i € I} — X durch f(e;) = x;
gegeben. Dann erfiillt jener eindeutige Homomorphismus ¢ : A — G mit
Olte;jiery = [ das Gewiinschte. ¢ ist surjektiv, weil X = Im f C Im ¢ gilt
und X ein Erzeugendensystem von G ist.

O



Kapitel 37

Matrizenumformungen

Definition 37.1 Gegeben sei eine Matrix A € M,,«n(R). Eine elementare
Zeilenoperation ist das Addieren des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile
von A fiir i # j und A € R. Dies entspricht einer Multiplikation von A mit der
Matrix E;;(A) von links (A — E;;(\) - A) — dabei ist Ej;(\) jene Matrix, die
durch Hinzufiigen des Eintrags A an der Stelle (i, ) (i-te Zeile, j-te Spalte)
aus der Einheitsmatrix entsteht.

Analog ist eine elementare Spaltenoperation das Addieren des A-fachen der
j-ten Spalte zur i-ten Spalte von A fiir ¢ # j und A\ € R. Dies entspricht einer
Multiplikation von A mit der Matrix E;;(\) von rechts (A +— A - Ej;(N)).

BEMERKUNG: Mit E;;(\) ist dabei stets eine Matrix der passenden GroBe
gemeint — wenn A eine n x m-Matrix ist, dann soll in E;;(\) - A E;;(\) eine
nxn-, in A- E;;()\) eine m x m-Matrix sein.

BEMERKUNG: Wir konnen uns im Folgenden auf elementare Zeilen- und
Spaltenoperationen beschrianken und auf Zeilen- oder Spaltenvertauschun-
gen verzichten. Durch elementare Zeilenumformungen lédsst sich ndmlich ein
Vertauschen der Zeilen ¢ und j mit anschlieBender Multiplikation der j-ten
Zeile mit —1 erreichen: man addiert die j-te Zeile zur ¢-ten, anschlieBend sub-
trahiert man die ¢-te von der j-ten, und schliellich addiert man wieder die
j-te zur i-ten. Danach steht in der j-ten Zeile die urspriingliche i-te, negativ
genommen, und in der i-ten die urspriingliche j-te.

Dabher ldsst sich jede Permutation von Zeilen (und analog auch von Spalten)
— bei ungeraden Permutationen mit zusétzlichem Multiplizieren einer Zeile
mit —1 — durch elementare Zeilenumformungen darstellen.

Im Folgenden wird es jedoch auf Multiplikation von Zeilen oder Spalten mit
—1 nie ankommen: wir konnen statt einer Permutation von Zeilen oder Spal-
ten stets die angefithrte modifizierte Permutation verwenden.
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Lemma 37.2 Sei A eine n x m-Matrix mit Eintragungen in einem Euklidi-
schen Ring R. Durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen kann A
auf eine Form A’ = (a;;) gebracht werden, wobei a; alle Eintragungen von

A’ teilt.

Beweis: O.B.d.A. darf angenommen werden, dass A nicht die Nullmatrix ist
(andernfalls erfiillt A bereits die Bedingung). Dann ldsst sich durch elemen-
tare Zeilen- und Spaltenumformungen aq; # 0 erreichen. Wir behaupten nun,
dass wir A auf eine Form B = (b;;) mit p(b11) < p(ai1) bringen kénnen, wenn
a1; noch nicht alle Eintrage teilt. Ist diese Behauptung gezeigt, dann folgt
das Gewtinschte, denn da die Folge p(ai1) > p(bi1) > ... nur endlich sein
kann, bricht diese Umformungskette nach endlich vielen Schritten ab, sodass
dann af; tatsdchlich alle Eintrage teilt.

Der Beweis dieser Behauptung erfolgt in zwei Schritten:

1. Falls a1; nicht alle Eintragungen der ersten Zeile und der ersten Spalte
teilt (0.B.d.A. sei ersteres der Fall), dann gibt es ein j, sodass a1; { a1 .
Wir kénnen eine Division mit Rest durchfiihren: a,; = ga;y + r mit
r # 0 und p(r) < p(ay;). Wir ziehen nun das g-fache der ersten Spalte
von der j-ten Spalte ab. Dann steht r in der Position (1, ;) und ldsst
sich durch Vertauschung in die erste Spalte bringen. Wir erhalten ein

B mit p(bi1) = p(r) < plan).

2. Falls aq; alle Eintragungen der ersten Zeile und der ersten Spalte teilt,
kann man derart elementare Zeilen- und Spaltenumformungen machen,
dass in der ersten Zeile und Spalte aufler a;; nur noch Nullen stehen.
Wir erhalten eine Matrix B, in der a;; genau dann b;; teilt, wenn a;;
a;; teilt (bei allen Umformungen wurden stets nur Vielfache von ay;
abgezogen). An zumindest einer Stelle muss daher ein b;; stehen, das
von aq; nicht geteilt wird. Durch Addition der i-ten Zeile zur ersten
Zeile kann man diesen Eintrag in die erste Zeile bringen, wobei an der
Stelle (1, 1) weiterhin a;; steht. Damit haben wir das Problem auf den
ersten Fall zuriickgefiihrt.

O

Satz 37.3 Sei A eine n x m-Matriz iber einem Euklidischen Ring R. Dann
kann A durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen auf Diagonalform
B = diag(by,...,bx) (k= min(n,m)) gebracht werden, sodass by |by| ... | by.

Beweis: Wir fithren eine Induktion nach max(m,n) durch: falls max(m,n) =
1 ist, hat die Matrix bereits die gewiinschte Form. Andernfalls sei A eine Ma-
trix mit max(m,n) > 1. Durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen
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kann man A auf die Form A’ = (aj;) mit a}, | aj; fiir alle 7, j bringen (nach

dem vorigen Lemma). Dann ist a}; = g;a}; und a}; = rja};. Fiir alle j > 1
zieht man nun das g;-fache der ersten Spalte von der j-ten Spalte und das
rj-fache der ersten Zeile von der j-ten Zeile ab. Dadurch werden in der ersten
Zeile und in der ersten Spalte alle Eintrége aufler dem ersten zu 0.

Wir erhalten eine Matrix B mit b;; = a}; als einzigem Element # 0 in
der ersten Zeile bzw. Spalte. Alle iibrigen Eintrédge haben die Form b;; =
ai; — q;aiy = aj; — q;riay, und sind daher durch aj; = by, teilbar. Wenn man
nun also die erste Zeile und Spalte von B weglésst, so kann man auf die
verbliebene Matrix C' die Induktionsvoraussetzung anwenden:

C kann durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen auf Diagonalgestalt
diag(cy,...,¢) mit ¢i|co| ... | ¢ gebracht werden, wobei diese Operationen
auch gleich auf ganz B angewandt werden kénnen. Sie dndern auch nichts
an der Tatsache, dass by; alle Eintrage von C' teilt. Man erhélt daher wie
gewiinscht eine Matrix der Gestalt diag(byy,c1,...,¢) mit by | e | ... | a.

0J



Kapitel 38

Endlich erzeugte Abelsche
Gruppen

Lemma 38.1 Sei (M, +) eine Abelsche Gruppe, M’ eine Untergruppe. Wenn
sowohl M" als auch M /M’ die Eigenschaft haben, dass jede Untergruppe end-
lich erzeugt ist, dann hat auch M diese Eigenschaft.

Beweis: Sei N < M. Dann ist NNM' endlich erzeugt durch gewisse nq,...,ng €
NN M, und auch N = (N + M')/M’ ist endlich erzeugt durch gewisse
L+M,. ...+ M mitl,...,l; € N.
li,...,lyyny,...,ng erzeugen dann N: sei dazu g € N. Dann ist ¢ + M’ =
ri(lh + M)+ ...+ r(ly + M) fir gewisse rq,...,r, € Z. Damit lisst sich g
in der Form

g=rili+...+rd,+m

mit einem m’ € M’ (das auch in N liegen muss, da g,l;,...,[; in N liegen)
darstellen. Es gibt daher kq,..., ks, € Z, sodass m' = kiny + ... + ksn,. Es
folgt

g=rily+ ...+ 1y + kg + ...+ kgng

O

Lemma 38.2 Jede Untergruppe einer endlich erzeugten Abelschen Gruppe
ist endlich erzeugt.

Beweis: Sei M erzeugt durch my,...,m;. Wir fithren eine Induktion nach ¢

durch:

e Fir t = 1 ist M zyklisch. Wir wissen bereits, dass dann jede Unter-
gruppe auch zyklisch ist.
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e Die Behauptung gelte fiir alle Gruppen mit t — 1 Erzeugern. Sei nun
M’ = (m;). Dann wird M/M’ von den ¢t — 1 Elementen m; + M’
(i =1,...,t — 1) erzeugt. Nach Induktionsvoraussetzung ist jede Un-
tergruppe von M’ und jede Untergruppe von M /M’ endlich erzeugt.
Nach dem vorigen Lemma ist somit jede Untergruppe von M endlich
erzeugt.

OJ

Lemma 38.3 Seien (F,+) eine Abelsche Gruppe und vy, ..., v, € F. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

e Seien 1 < 4,5 <n,i# jund A € Z. Wenn w; = v; + Av; und wy, = vy,
fiir kK # j definiert werden, dann erzeugen vy, ...,v, und wy,...,w,
dieselbe Untergruppe von F'.

e Wenn vq,...,v, eine Basis von F ist und wy, ..., w, wie in 1. gewahlt
werden, dann ist auch wq, ..., w, eine Basis von F.

Beweis: als Ubung.

Lemma 38.4 Sei (F,+) eine freie Abelsche Gruppe mit Basis ey, ..., e,,
und seien wy, ..., w, € F. Wenn A € M, y,(Z) jene Matrix ist, deren k-
te Zeile die Koeffizienten von wj zur Basis eq,...,e, enthdlt, d.h. w, =
agpie1 + ...+ agpe,, dann gilt:

o A-Ej;(N) ist jene Matrix, deren k-te Zeile die Koeffizienten von wy, zur
Basis e},..., ¢, mit €} = ¢; + Ae; und ¢; = ¢; (I # j) enthiilt.

o E;;i(\)-Aist jene Matrix, deren k-te Zeile die Koeffizienten von wj, zur
Basis ey, ..., e, mit w] = w; + Aw; und w] = ¢; (I # 4) enthalt.

Beweis: als Ubung.

Satz 38.5 Sei (F,+) eine freie Abelsche Gruppe vom Rang n, G eine Un-
tergruppe. Dann existieren eine Basis eq,...,e, von F und dy,...,d, € Ny
mit dy| ... |d,, sodass G = (dyey,...,dpe,). Insbesondere ist G eine freie
Abelsche Gruppe mit Basis dyeq, ..., dge,, wobei d; der letzte Wert # 0 ist.

Beweis: G ist als Untergruppe einer endlich erzeugten Gruppe endlich er-
zeugt, und zwar durch Elemente g1, . .., g,,. Dabei darf angenommen werden,
dass m > n ist, da man sonst beliebige Elemente von G hinzufiigen kann.
Sei A = (a;;) die Matrix der Koeffizienten der g; zur Basis ey, ..., e,, d.h.
Qi = Q;1€1 + ...+ Qinen.
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A kann durch elementare Spaltenoperationen (was einem Ubergang zu ei-
ner anderen Basis von F' entspricht) und elementare Zeilenoperationen (was
einem Ubergang zu einem anderen Erzeugendensystem von G entspricht) so-
wie durch Zeilen- und Spalten vertauschungen (welche einem Umordnen der
Basis von F' bzw. des Erzeugendensystems von G entsprechen) auf die Form
A = diag(dy,...,d,) mit dy | ... |d, gebracht werden, wobei A’ wieder eine
Matrix von Koeffizienten von einem Erzeugendensystem von G zu einer Basis

von F ist; d.h., es existiert eine Basis €], ..., €/, sodass g} = a,, e} +...+al e

(1 <i < n) ein Erzeugendensystem von G ist. Wegen der speziellen Gestalt
von A’ ist ¢) = d;e, mit dy | ... |d,.
OJ

Satz 38.6 Sei GG eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe. Dann gibt es Zahlen
mi,...,m, € N (r>0) mit my| ... |m, und my > 1, sodass

G @ ... ®Ly, & H

mit H=7Y"_|Z (s > 0) ist.

BEMERKUNG: In dieser Darstellung sind my,...,m, und s eindeutig be-
stimmt (wird spéter bewiesen). my, ..., m, heiflen invariante Faktoren von
G.

Beweis: Sei G erzeugt von n Elementen und F' die freie Abelsche Gruppe vom
Rang n. Dann gibt es einen Epimorphismus f : F' — G. Sei K dessen Kern.
Nach dem ersten Isomorphiesatz gilt dann G ~ F/K. Nach dem vorigen
Satz gibt es eine Basis e;,...,¢e, von F'und dy,...,d, € Ny mit dy | ... | d,,
sodass K = (dyeq,...,dye,) = (die1) ® ... D (d,e,) ist. Es folgt

G>F/K ~ ((e1)®...®(ey)/((die1) ® ... D (dnen))
= (e1)/(die1) © ... @ (e1)/(dren)
~ Z) (L) ... 0 L) (dT)

wobei die vorletzte Gleichheit nach Korollar 13.12 gilt. Fiir d; = 1 fallt
7)(d;Z) = Z]Z = {0} weg, fir d; = 0 ist Z/(d;Z) = Z/{0} = Z. Sei
nun (dy,...,d,) = (1,...,1,dj,...,dg,0,...,0), wobei am Schluss genau s
Nullen stehen. Die Werte d;, . .., d), sind dann unsere my, ..., m,, und es gilt
in der Tat

G~Zy, &...0 %y, ®H
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Lemma 38.7 Fiir m,n € N mit ggT(m,n) =1 gilt Z,,, ~ Zy, S Zy,.

Beweis: Dieses Lemma ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Chinesischen
Restsatz, angewandt auf Z.

Korollar 38.8 Ist m = p{*-...-pp*, wobei py,...,py verschiedene Primzah-
len und «; € N sind, dann gilt

ZmzZqu @...@Zp‘:k
Beweis: durch Induktion nach k.

Satz 38.9 Sei G eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe. Dann existieren
Primzahlen py,...,pi (k> 0), ny,...,n, €N, a;; € N und s € Ny, sodass

GZpn @...®Lein ©... ©Lypi @...0%L e, & H
1 Py k Py

mit H="Y""_|Z.

Beweis: Dieser Satz folgt unmittelbar aus G ~ Z,,, ® ... ® Z,,, & H und
Zmi ~ Zp‘llli D...PH Zp:m-.

O

BEMERKUNG: Die Potenzen p;*, die hierbei vorkommen, sind ebenso wie s
eindeutig und heiflen Elementarteiler von G.

Eindeutigkeit der invarianten Faktoren und Elementarteiler:

Lemma 38.10 Sei (A, +) eine Abelsche Gruppe, m € N und p eine Prim-
zahl. Folgende Mengen sind Untergruppen von A:

1. mA={mal|a € A}
2. Aim] ={a € Alma =0} ={a € A|la||m}

3. Ap)={a€ AlTIneNy: |a|=p"}={a€ A|TneNy: p'a=0}=
Unzo Al"]
4. Ay={a€ A|IneN:na=0} ={a € Al|a| ist endlich}

BEMERKUNG: Fiir nichtkommutative Gruppen ist im Allgemeinen keine die-
ser Mengen eine Untergruppe!

Beweis: Alle diese Mengen sind nichtleer, da 0 enthalten ist. Wir zeigen je-
weils a,b € G (wobei G die jeweilige Menge ist) = a — b € G:
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1. ma —mb=m(a —b)
2. ma=0,mb=0=m(a—b)=ma—mb=0-0=0

3. p"a =0, p"b=0= pla=p'b=0 fir p = max(m,n), also p*(a—b) =
pta—prb=0—-0=0

4. ma =0,nb=0= (mn)a = (mn)b=0= (mn)(a —b) = (mn)a —
(mn)b=0—-0=0
0

Lemma 38.11 Fiir die eben definierten Gruppen gelten folgende Zusam-
menhénge:

1. an [p] ~ Zp
2. p"Lyn =~ Ln—m (fiir m < n)

3. (Lier Gi)lm] = i (Gilm]) und m 3, Gy = 305y mGs

4. Wenn f : G — H ein Gruppenisomorphismus ist, dann ist f|q, : Gy —
H, auch ein Gruppenisomorphismus, und fiir eine Primzahl p ist f|c() :
G(p) — H(p) ebenso ein Gruppenisomorphismus.

Beweis:

1. Es gilt [p»~1| = p in Z,». Daher geniigt es zu zeigen, dass Zy[p] =
(pn=1) ist. Jedenfalls gilt (p»~1) C Z,n[p]. Ist andererseits k € Z derart,
dass pk = 0 in Z,» gilt, dann muss p"|pk und in weiterer Folge p"~!|k
gelten. Also ist k& = mp™~! in Zyn, und es folgt, dass Z,n[p] von pr1

erzeugt wird.

2. p"lpn = {p"k|k € Z} = {kp™ |k € Z} = (p™); nun ist [p7| = p» "
in Zyn, also ist p"Zy» die zyklische Gruppe der Ordnung p"~™.

3. folgt unmittelbar aus m(a;)ic; = (Mma;)ier

4. folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass fiir einen Isomorphismus f
|£(9)| = |g| Vg € G gilt.

OJ

Lemma 38.12 Sei p eine Primzahl und G ~ > 7| Zo; ~ Z;lzl Zp; (r,r' €
N, o, B € N). Dann gilt r =" und Vn € N [{i|a; = n}| = |{j | B; = n}|.
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Beweis: Wir zeigen, dass fiir alle n

a(n) :=[{i|o; = n}| = [{j[6; = n}| =:bn)

gilt. Dann folgt die Behauptung wegen |{i|a; = n}| = a(n) — a(n — 1) und

{715 =n}| = b(n) = b(n - 1).
Dazu zeigen wir, dass |(p"~1G)[p]| = p*™ gilt: p"1Zy. # {0} & a > n;
G =" Zye:. Also folgt

a(n)

a(n)
n lG an lz’p a2 an 1z ik = Zzpaik—n-u
k=1

wobei die 75 genau jene sind, fiir die o;, > n ist. Daraus ergibt sich weiter

a(n)
n 1G ZZ alk—n+1 ~ Zp

1

)
—~

n)

B
Il

und daher die Behauptung. Analog gilt auch |(p"~*G)[p]| = p*™ und damit
p* = p) = q(n) = b(n).

O

Lemma 38.13 Sei GG eine Abelsche Gruppe und G ~ H, & G1 ~ Hy & Go,
wobei Gy, Gy endlich und Hy, Hy frei Abelsch mit den Réngen s, s, sind.
Dann gilt Gy ~ Gy ~ Gy, H; ~ Hy ~ G/G; und s; = s.

Beweis: (a,b) € H; @ G hat genau dann endliche Ordnung, wenn a = 0 ist,
also folgt Gy ~ (Hy ® G1); = {0} & G; ~ G und analog auch G5 ~ G,. Es
folgt weiters

G/Gi~(H & Gy)/{0}e Gy) ~ H/{0} & G1/G1 ~ H, {0} ~ H,

und analog G /Gy ~ Hs, daher Hy ~ Hy und s = ss.

Satz 38.14 Sei G eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe. Dann gilt

1. In jeder Darstellung von G als direkte Summe zyklischer Gruppen ist
die Anzahl der vorkommenden unendlichen Faktoren dieselbe.
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2. Wenn

G

12

Zypis @ ... D Loiny @ ... © Lyowa @...@Zp:knk @ZZ
=1

S/

= Ly @ BL i, B L & DL, &) Z

i=1

qilt, wobei py, ..., pr verschiedene Primzahlen sind und oy, 5;; € No,
dann gilt s = &', und fir jedes p; gilt

vn e N {jlai; =nil = [{7|8; = n}|
(Eindeutigkeit der Elementarteiler).
3. Wenn

!

Gl @ ®Ly, @Y LT ® ... DL DY L
i=1 i=1
mit 1 < my|...|m, und 1 < ny|...|n gilt, dann ist r =t, s = &
und m; = n; (1 <1 <r) (Findeutigkeit der invarianten Faktoren).
Beweis:

1. Nach dem vorigen Lemma ist die Anzahl der unendlichen Faktoren
gleich dem Rang von G/Gy, also in allen Darstellungen dieselbe.

2. Wegen 1. gilt s = s’ jedenfalls. Fiir alle ¢ gilt weiters
G(pz) ~ Zp?il D...D Zp?mi ~ Zpi,@ﬂ D...8 primi

weil |(ar,...,an)] = kgV(|ai|,...,|an|) ist und dies somit nur genau
dann eine Potenz von p; sein kann, wenn a; = 0 in allen Faktoren
aufler den pr ist. Nach dem Lemma 38.12 sind damit die vorhandenen
Potenzen von p; dieselben.

3. Wieder folgt s = s’ aus 1. Seien nun py, ..., p; die Potenzen, die eines
der m; oder n; teilen. Nun kann man die m;,n; in der Form m; =
15, p5" baw. n; = H;?:l pf” schreiben. Es folgt

J=14
k r k t
G DL L =) Y Lo, &L

j=1 i=1 j=1 i=1
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Wegen 2. muss dann Vi Vn |{j|a;; = n}| = [{j | Bi; = n}| gelten. Da
m; m;y teilen soll, wird m, von allen iibrigen m,; geteilt, also ergibt
sich fiir alle j:

ap; =max{o;;|i=1,...,r} =max{f;|i=1,...,t} =0y

Daher ist m,. = n;, analog dann m,._; = n;_; etc. und r = t.



Teil IV

Korpertheorie
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Kapitel 39

Korpererweiterungen

Definition 39.1 Wenn F, K Korper mit K < F' sind, dann heif3t das Paar
K, F eine Korpererweiterung (geschrieben F' : K). F heifit Erweiterungskirper
von K.

BEMERKUNG: Wenn F': K eine Korpererweiterung ist, dann ist F' ein K-
Vektorraum: (F,+) ist eine Abelsche Gruppe, die Skalarmultiplikation K x
F — F ist die Einschrankung der Multiplikation in F' auf Paare in K x F.

Definition 39.2 Sei F' : K eine Korpererweiterung. Die Dimension von F'
als K-Vektorraum heifit Grad der Korpererweiterung F' : K, man schreibt
[F: K] =dimg F.

Lemma 39.3 Seien K, E, F Korper mit K < F < F; sei B eine Basis
von F' als E-Vektorraum, C eine Basis von E als K-Vektorraum. Dann ist
D = (dp)) (cpyecxp mit dcpy = cb eine Basis von F als K-Vektorraum.

Beweis: Sei f € F. Dann existieren by,...,b, € Bund eq,...,e, € E, sodass

f =e1by + ... + eyb,. Weiters existieren ¢y, ..., ¢, € C und k;; € K, sodass
= kwcj, also f =310 >0 Kijcibi.

f ist daher K- Lmearkomblnatlon von Elementen der Form c;b;, also ist D

Erzeugendensystem.

Es bleibt zu zeigen, dass D linear unabhéngig iiber K ist: seien c¢q,...,¢, €

C, by,....b, € B, kijj € K, sodass Y i, 1<jcm kijc;bi = 0. Dann ist

=t=10r=)=

> I(Z Lkijej)bi = 0, und der Ausdruck in der Klammer liegt fiir alle
7in F. Da B eine E-linear unabhéngige Menge ist, folgt > " i1 kije; = 0 fur
alle 7 und damit (da C' linear unabhéingig iiber K ist) auch k;; = 0 fiir alle
Paare i, j.

Also muss D K-linear unabhéngig sein.

170
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Korollar 39.4 Fiir Korper K, E,F mit K < E < Fgilt [F: K| = [F :
El[E: K].

BEMERKUNG: Da wir immer mit mehreren Kérpern arbeiten, ist es wesent-
lich, festzuhalten, iiber welchem Korper eine Menge linear unabhéngig ist!

Definition 39.5 Sei F': K eine Korpererweiterung, S C F. Der von S iiber
K erzeugte Unterring von I ist definiert als

K[S]= () R
R Ring
KUSCRCF

(dies ist einfach der von K U S erzeugte Unterring von F').
Der von S iiber K erzeugte Unterkédrper ist definiert als

KS)= (] E
E Korper
KUSCECF

der von K U S erzeugte Unterkérper von F).

BEMERKUNG: K (5) ist ebenso wie K[S] wohldefiniert, da der Durchschnitt
von Korpern wieder ein Korper ist (Beweis analog zu dem fiir Ringe).
Wenn S = {sy,...,s,}, dann schreibt man Klsi,...,s,| fur K[{s1,..., Sy}
und K (s1,...,8,) fir K({s1,...,5n}).

Satz 39.6 Seien K, F Korper, K < F,u,u; € F (i=1,...,n) und S C F
(fir die Aussagen 1.-3. geniigt es, wenn F' ein kommutativer Ring mit Eins
ist). Dann gilt:

1. Ku] ={ao+au+ ...+ a,u”|n € Ny,a;, € K} ={f(u)| f € K[z]}

2. Kluy, ..., u,| = {Z(kl

77777

Kluy, ... u,) ={f(ur,...,un) | f € Klzy,...,2,]}

.....

3. K[S]={f(s1,...,8x)|n €N, feKxy,...,z], $1,...,8, €S}
4. K(u) ={f(u)g(w)™"| f,g € K[z], g(u) # 0}

5. K(uy, ... up) ={f(ur, ..., un)g(us,...,us) " | frg € Klwy,..., 2,
g(ula"'aun) 7&0}
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6. K(S)={f(s1,---,8.)9(81,...,8.) ' |n€EN, fig€ Klxy,...,2,],
S1y--y 80 €8, g(s1,...,8,) #0}

Beweis: Wir beweisen nur 6., denn 3. funktioniert analog, und alle anderen
Aussagen sind Spezialfille von 3. oder 6.

Sei I/ die Menge auf der rechten Seite. Dann gilt jedenfalls offensichtlich
KUS C FE. Jeder Unterkorper von F', der K U S enthalt, muss F enthalten,
da die Elemente von E nur durch Summen, Produkte und Inversenbildung
aus Elementen von K U S gebildet werden. Also ist £ C K (S). Es muss nur
noch gezeigt werden, dass F tatséchlich ein Korper ist:

E # 0 und E\ {0} #0, weil K C E.

Seien a,b € E, wobei a = f(sl—z:; und b = H sei. Fasst man f, g, h, k

g(815eeysn) T k(t1yee, tm)
als Polynome in [x1,..., %, Y1, .., Ym| auf, ergibt sich hiermit:
u b f(s1,--otm) RSty tm) _ (fk—hg)(s1,...,tm)
9(s1,. s tm)  k(s1,... tm) (gk)(s15- - tm)

und (gk)(s1,- - tm) = g(S1,. .., 8pn)k(t1, ..., tm) #0, alsoa—b € E.
Wenn b # 0 ist, dann gilt aulerdem:

f(s1yeoytm) k(s1,..o tm) _ (fk)(s1y---ytm)
9(s1y o stm) h(sty..ytm)  (gh)(s1,.. . tm)

und (gh)(s1, .. tm) = g(s1,- -, 8p)h(t1, ... ty) # 0, also ab™! € E.
Damit ist E ein Unterkorper von F', der K U S enthéilt.

ab™' =

O

BEMERKUNG: K[s1,...,8,] = K[s1,...,8n_1][sn] = ... = K[s1][s2] ... [sn]
und K(s1,...,8,) = K(s1,...,80-1)(8n) = ... = K(81)(82) ... ().

Definition 39.7 Sei F': K eine Korpererweiterung und u € F'.

u heiBt algebraisch iiber K, wenn 3f € K[z|, f # 0, mit f(u) = 0. Andern-
falls, d.h., wenn aus f € Klz] und f(u) = 0 bereits f = 0 folgt, heifit u
transzendent iiber K.

BEISPIEL: i € C ist algebraisch iiber Q: es ist Nullstelle von 22 + 1 € Q|x].
Vv € Rist fiir n € N algebraisch iiber Q: es ist Nullstelle von 2% —n € Qlz].
e, m sind hingegen transzendent iiber Q.

BEMERKUNG: Trivialerweise ist u € F' algebraisch iiber F', da es Nullstelle
von z —u € Flx] ist. Wenn K < E < F ist und u € F algebraisch iiber K,
dann ist es auch algebraisch iiber F. Ist u € F' transzendent iiber E, dann
ist es auch transzendent iiber K.
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BEMERKUNG: Ist K < F und uw € F algebraisch iiber K, dann gibt es ein
normiertes Polynom f € K[z] mit f(u) = 0 (ergibt sich durch Multiplikation
mit dem Inversen ¢! des Leitkoeffizienten).

Definition 39.8 Eine Korpererweiterung F' : K heifit algebraisch , wenn je-
des u € F algebraisch iiber K ist. Andernfalls (d.h., wenn ein u € F' existiert,
das transzendent tiber K ist) heiit die Kérpererweiterung transzendent .

Definition 39.9 Eine Korpererweiterung F' : K heifit einfach , wenn es ein
uw € F mit F'= K(u) gibt.

Definition 39.10 (Ko6rper der rationalen Funktionen iiber K) Man de-
finiert K (z) := {5 | f,g € K[z], g # 0} (der Quotientenkorper von K|z]). K
wird in K (z) via k — % eingebettet; K (z) wird als Kérper tatséchlich von

K U {z} erzeugt, also ist die Schreibweise K (x) gerechtfertigt.

Lemma 39.11 Sei R ein Ring, K ein Korper und ¢ : K — R ein Ringho-
momorphismus. Dann ist ¢ injektiv oder ¢ = 0.

Beweis: Ker ¢ < K, K hat als Korper aber nur die Ideale {0} und K. Fiir
Ker ¢ = {0} ist ¢ injektiv, fiir Ker p = K ist ¢ = 0.

O

Satz 39.12 (Transzendente Korpererweiterungen) Sei F' : K eine Kor-
pererweiterung, u € F transzendent dber K. Dann ist K(x) ~ K(u) mittels
eines Isomorphismus ¢ : K(x) — K(u) mit (x) = u und ¢|x = idg.

Beweis: Sei ¢ : K[zx] — K(u) der Einsetzhomomorphismus mit ¢(z) = u
wnd i = inclie e (dh. 0(f) = f(u) fiix f € K[a)). Da b(f) = f(u) £ 0
fir alle f € K[z]\ {0} ist, also ¥(f) fiir alle f € K[z]\ {0} invertierbar ist,
kann ¢ auf den Quotientenkérper K (z) von K|[z| fortgesetzt werden: es gibt
einen Homomorphismus ¢ : K (z) — K (u) mit ¢|xp = ¥.

Es gilt dann |x = 9|k = idg und ¥ (z) = (x) = u, und wir wissen auch,
wie ¢ definiert ist: ¢ (L) = ¢ (f)y ()" = f(u)g(u)™

Man erhilt Im ) = {f(u)g(u)~'| f,g € K[z], g # 0} = K(u) (g # 0 ist dqui-
valent zu g(u) # 0, weil u transzendent ist), d.h. v ist surjektiv. Weil zudem
1 # 0 ist (Y|x = id, also jedenfalls 1) # 0), muss nach dem vorigen Lemma
1) auch injektiv sein, d.h. 1 ist Isomorphismus, der zudem auch i (x) = u
und | = idg erfillt.

O
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Satz 39.13 (Algebraische Kérpererweiterungen) Sei F' : K eine Kirper-
erweiterung, u € F' algebraisch tber K. Dann gilt:

1. Es existiert genau ein normiertes Polynom g € K|x|, sodass Vf €
Klz] (f(u) =0 < g|f in Klz]), und dieses g ist irreduzibel in K|[z].

2. K(u) = Klu] ~ K[z]/(9); ¢ : K[z]/(g) — Klu] mit 2(f + (g)) = f(u)
1st ewn Isomorphismus.

3. Sein = degg, dann ist {1,u,u? ..., u"" '} eine K-Basis von K(u),
also [K(u) : K] =n =degg.

Beweis:

1. Sei ¢ : K[z] — F der Einsetzhomomorphismus mit ¢(z) = u, ¢ |k =
inclg.p, dh. o(f) = f(u). Dann ist Imp = Klu], Kerp = {f €
K[z]| f(u) = 0} # {0}, weil u algebraisch tiber K ist.

Es existiert daher ein g # 0, sodass Keryp = (g9) = gK|x] ist (weil
K [z] als Euklidischer Bereich auch Hauptidealbereich ist). Man kann ¢
normiert wihlen, dann ist es eindeutig bestimmt (es gilt (¢) = (h) <
g =~ h, und es existiert genau eine Einheit u, sodass ug normiert ist).
Also gibt es genau ein normiertes Polynom g, sodass f € Keryp <
fegKlz] (dh. f(u) =0 < g|fin Klz])

2. Wir haben zu zeigen, dass K[u] ein Korper ist:

Nach dem 1.Isomorphiesatz gilt K [u] = Im ¢ ~ K[z|/(Ker ¢) = K|z]/(g)
mit dem angegebenen Isomorphismus. Weil K[u] C F ein Integritéts-
bereich ist, ist (g) ein Primideal von Klz]. Da (g) # {0} ist, muss ¢
prim und daher auch irreduzibel sein. Somit ist (g) maximal unter den
Hauptidealen # K[z], und weil K[z] ein Hauptidealbereich ist, muss
damit (g) ein maximales Ideal sein. Daher ist K[z|/(g) ~ KJu| ein
Korper, und es folgt K (u) = K[u].

3. K(u) = K[u] = {f(u)| f € K[x]}, also hat jedes Element von K (u)
die Form f(u) fiir ein f € K|z].
Sei f € K[z] beliebig gewéhlt. Dann lésst es sich als f(z) = ¢(x)g(z) +
r(z) mit r = 0 oder degr < degg = n schreiben. Wendet man den
Einsetzhomomorphismus an, ergibt sich f(u) = q(u)g(u)+7r(u) = r(u),
also hat jedes a € K(u) die Form a = r(u) mit einem r = ag + ... +
ap_1x" 1. Damit ist @ = ag+ . .. +a,_u""!, also erzeugt {1,...,u""'}
K (u) als Vektorraum iiber K.
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Wenn andererseits ag + . .. + a,_1u""' = 0 ist, dann folgt g |r = ag +

oot ap_1z™ Y, und weil degr = n — 1 < degg ist, muss r = 0, also
a; = 0 Vi sein. Also ist {1,...,u" '} linear unabhiingig iiber K.

O

Definition 39.14 Sei F' : K eine Korpererweiterung, v € F' algebraisch
iiber K. Jenes eindeutig bestimmte normierte Polynom ¢g € Klz|, fiir das
Vfe Klz] flu)=0 & g¢g|fin KJz] gilt, heiBt das Minimalpolynom von u
iiber K; n = degg heifit der Grad von u iiber K (degg = [K(u) : K] nach
dem vorigen Satz). Man sagt, u ist algebraisch vom Grad n iiber K.

BEMERKUNG: ©v € K & 2 — u ist Minimalpolynom von w iiber K.

Lemma 39.15 Sei F': K eine Korpererweiterung, u € F algebraisch iiber
K, g € K[x]. g ist genau dann Minimalpolynom von u, wenn g(u) = 0 ist
und g sowohl normiert als auch irreduzibel ist.

Beweis: Wenn g Minimalpolynom ist, erfiillt es jedenfalls alle diese Eigen-
schaften.

Umgekehrt mogen alle diese Eigenschaften fiir ein Polynom g gelten. Sei h
das Minimalpolynom. Dann gilt g(z) = h(z)k(z) fir ein Polynom k € K{z].
Weil g irreduzibel ist, muss k eine Einheit sein (h ist keine Einheit, weil
h(u) = 0). Es folgt g ~ h, also existiert eine Einheit u mit ug = h. Weil g, h
beide normiert sind, folgt g = h.

O

Definition 39.16 Eine Korpererweiterung F' : K heifit endlich-dimensional
, wenn [F': K| = dimg F' = n € N endlich ist.

Eine Korpererweiterung F' : K heiflt endlich-erzeugt , wenn es uq, ..., u, € F
gibt, sodass F' = K (uy, ..., uy,).

BEMERKUNG: Trivialerweise gilt die Inklusion ,,endlich-dimensional = endlich-
erzeugt”, denn eine Basis erzeugt F' als K-Vektorraum, also erst recht als
Korper.

Lemma 39.17 Ist eine Korpererweiterung F': K endlich-dimensional, dann
ist sie endlich-erzeugt und algebraisch.

Beweis: Dass F': K endlich-erzeugt ist, wurde bereits festgehalten. Sei nun
bi,...,b, eine K-Basis von F'. Dann hat jedes a € F' die Form a,b;+...4+a,b,
fiir gewisse a; € K.

Seiu € F. Wir zeigen, dass u algebraisch von einem Grad < n ist: K (u) ist ein
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K-Vektorraum und ein Teilraum von F, daher gilt dimg K(u) < dimg F' =
n. Somit sind 1, u, ..., u" K-linear abhéngig. Es gibt also aq, ...,a, € K, die
nicht alle gleich 0 sind, mit 0 = ag + a1u + ... + a,u™, d.h. u ist Nullstelle
von f(x) =ap+az+ ...+ aa™ € Klz], und f # 0.

O

Lemma 39.18 Sei F' : K eine Korpererweiterung, wobei F' = K(sq,...,S,),
und alle s; algebraisch iiber K sind. Dann ist F': K endlich-dimensional.

Beweis: s; ist algebraisch iiber K, also auch iiber K(si,...,s;_1). Deswegen
gllt K(Sl, e 751') = K(Sl, Ce 782;1)(81') = K(Sl, ey 51'71)[5@']7 und [K(Sl, Ce ,Si,l)[si] :
K(s1,...,8-1)] =: m; ist endlich. Es folgt:

[F: K] = [K(s1,...,80): K]
= [K(s1,...,8n) : K(s1,...,80-1)] ... [K(s1) : K]

Damit ist [F': K] endlich.
O

Proposition 39.19 Eine Korpererweiterung F': K ist genau dann endlich-
dimensional, wenn F': K endlich-erzeugt und algebraisch ist.

Beweis: Folgerung aus den vorigen Lemmata.

Lemma 39.20 Sei F': K eine Korpererweiterung, I’ = K(S),und alle s € S
algebraisch iiber K. Dann ist F': K algebraisch.

Beweis: Sei u € F, dann existieren s1,...,s, € S, sodass u € K(s1,...,5,)
(weil u = f(s1,...,8,)9(81,...,8,)"" fiir gewisse f,g € K|z], s1,...,8, € S
ist). Weil K(si,...,s,) endlich-dimensional ist, muss damit u algebraisch
sein.

0

Lemma 39.21 Seien K, F, F Korper mit K < FE < F. Ist F': E algebraisch
und F : K algebraisch, dann auch F': K.

Beweis: Wir zeigen, dass fiir alle v € F' ein Kérper F mit u € F existiert,
fiir den [F: K] endlich ist. Damit wiire dann u algebraisch iiber K

u ist algebraisch iber F, daher existieren ey, ..., e, € E (nicht alle = 0) mit
0=-eo+eu+...+e,u Damit ist u algebraisch iiber K(ey,...,e,). Weil
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jedes e; algebraisch iiber K ist, ist nach Lemma 39.18 [K (e, ..., e,) : K]
endlich. Damit ist jedoch u € K(ey, ..., e,,u), und

[K(eq,...,en,u): K] =[K(eg,...,en,u): K(eg,...,e,)|[K(eo,...,en): K]

ist endlich, weil u algebraisch iiber K (eq, ..., e,) und daher [K (e, ..., e,,u) :
K(eg,...,e,)] endlich ist.
Also ist jedes u € I auch algebraisch iiber K.

O

Satz 39.22 (Adjunktion einer Nullstelle) Sei K ein Kirper, f € Klx]
und deg f > 1. Dann gilt:

1. Es existiert eine Korpererweiterung F . K mit F = K(u), sodass

fu) =0 und [K(u): K] <degf.

2. Wenn f irreduzibel iber K ist und K(u),K(v) einfache Erweiterungen
von K mit f(u) = 0 und f(v) = 0 sind, dann existiert ein Korperi-
somorphismus ¢ : K(u) — K(v) mit p(u) = v und @(k) = k fir alle
ke K. Zudem gilt [K(u) : K] =deg f.

Beweis: Wir zeigen die Aussage fiir ein irreduzibles f (ansonsten kann man
einen irreduziblen Faktor von f wéahlen und auf diesen den Rest des Beweises
anwenden):

Weil f irreduzibel ist, ist (f) ein maximales Ideal in K[x], daher ist K[z|/(f)
ein Korper. Sei m : K[z] — Klz]|/(f) die kanonische Projektion. Dann ist
7|k : K — K[z]/(f) injektiv, da Kerm|x = K N (f) = {0} ist.

Also ist K via k +— k+ (f) eingebettet in K[x]/(f) =: F, d.h. F : K ist eine
Korpererweiterung. Sei ferner u := = + (f) € F. Dann gilt:

fw)=f@)+ () =F+(f) =) =0+(f) =0r

Also f(u) = 0. F wird von u = 2+ (f) = m(x) erzeugt, da K|[x] von x erzeugt
wird.

Weil f irreduzibel ist, ist f bis auf eine multiplikative Konstante Mini-
malpolynom von u iiber K, es gilt also [K(u) : K] = deg f. Nach der
Charakterisierung einfacher algebraischer Korpererweiterungen (Satz 39.13)
muss zudem K (u) ~ Klz|/(f) ~ K(v) sein, wobei fiir den Isomorphismus
@ K(u) — K(v), der sich ergibt, offensichtlich ¢(u) = v und ¢(k) = k fiir
alle £ € K sein muss.

O
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Lemma 39.23 Seien K, L Korper und ¢ : K — L ein Isomorphismus. Dann
sind auch @ : K[z] — L[z], definiert durch @(ag+a1x+...+a,x2") = v(ag) +
olay)x + ...+ p(ay)z™, und @ : K(z) — L(x), definiert durch @(g) = %,
Isomorphismen.

Beweis: @ ist als Einsetzhomomorphismus mit @|x = ¢, $(x) = z, ein Ring-
homomorphismus. P ist surjektiv, weil ¢ surjektiv ist, und Kerp = {0}, da
Ker ¢ = {0}.

Sei weiters ¢ = incly () 0. Dann ist ¢ injektiv, weil ¢ und incl injektiv
sind. 1) ist fortsetzbar auf K(z), die Fortsetzung ¢ : K(x) — L(z) ist auch
injektiv, und es gilt @(g) = %. Weil p surjektiv ist, trifft dies iiberdies auch
auf ¢ zu.

O
BEMERKUNG: Wir bezeichnen » und ¢ im Folgenden nur noch mit ¢.

Satz 39.24 Seien ' : K und E : L Korpererweiterungen, uw € F, v € F,
und @ : K — L ein Kdrperisomorphismus.

1. Wenn u transzendent iiber K und v transzendent diber L ist, dann gibt
es einen Isomorphismus @ : K(u) — L(v) mit §(u) = v und Pl = ¢.

2. Wenn es ein irreduzibles Polynom f gibt, sodass f(u) =0, ¢(f)(v) =0,
dann gibt es ebenso einen Isomorphismus @ : K(u) — L(v) mit §(u) =
v und Plg = ¢.

Beweis:

1. Weil u transzendent {iber K ist, gibt es einen Isomorphismus o : K (z) —
K (u) mit 0| =id und o(z) = u. Ebenso gibt es einen Isomorphismus
p: L(z) — L(v) mit p|;, = id und p(z) = v.

Damit erfiillt jedoch der Isomorphismus @ := pogoo™ : K(u) — L(v)
die Bedingungen:

und B(k) = p(p(k)) = @(k) fir alle k € K, also §|x = .

2. Weil f irreduzibel iber K ist, ist auch ¢(f) irreduzibel iber L. O.B.d.A.
darf angenommen werden, dass f normiert ist (ansonsten ist c¢f fiir
eine Einheit ¢ normiert und weiterhin irreduzibel). Dann ist auch ¢(f)
normiert, weil p(1) = 1.

Wir wissen bereits, dass o : K[z]/(f) — K[u] = K(u) mit o(h+(f)) =
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h(u) ein Isomorphismus ist. Ebenso ist p : L[z]/(¢(f)) — L[v] = L(v)
mit o(h + (¢(f))) = h(v) ein Isomorphismus.
Nach dem Korrespondenzsatz gibt es zudem einen Isomorphismus v :

K] /(f) = Llz]/(¢(f)), definiert durch ¢ (h + (f)) = ¢(h) + ((f)).
Wie in 1. erfiillt dann  := potpoo~': K(u) — L(v) die Bedingungen.

OJ

Korollar 39.25 Seien E, F' Erweiterungskoérper von K und u € F, v € F
algebraisch iiber K. Dann gibt es genau dann ein irreduzibles Polynom f mit
f(u) =0 und f(v) =0, wenn es einen Isomorphismus @ : K (u) — K(v) mit
P(u) = v und P|x = id gibt.

Beweis: Wenn es ein solches Polynom gibt, folgt die Existenz von % aus dem
vorigen Satz mit ¢ = id.

Wenn umgekehrt ein solcher Isomorphismus existiert, dann kann f = a¢ +
...+ a,z™ als das Minimalpolynom von u gewéhlt werden. Es gilt dann

fo)=ao+ ...+ av" =%(ao + ... + ayu”) =B(f(u)) =0(0) =0
]

Proposition 39.26 Sei K : F' eine Korpererweiterung. Dann ist F = {u €
F'|u ist algebraisch iiber K} ein Korper.

Beweis: K(F) ist ein Korper, und er wird iiber K von algebraischen Elemen-
ten erzeugt. Also ist K(FE) : K algebraisch und folglich K(F) C E. Somit ist
E = K(F) ein Korper.

O

BEeIsPIEL: A = {z € C|z ist algebraisch iiber Q} ist ein nicht endlich-
dimensionaler algebraischer Erweiterungskorper.

Zerfillungskorper eines Polynoms:

Definition 39.27 Sei f € K|[z], deg f > 1, und F : K eine Korpererwei-
terung. f zerfdllt iiber F' (in Linearfaktoren), wenn in F[z] gilt: f(z) =
alx —by)-...-(x=0by) (a,b; € F).

Definition 39.28 Ein Koérper K mit der Eigenschaft, dass jedes f € K|x]
mit deg f > 1 in K[z| zerfillt, heifit algebraisch abgeschlossen .
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BEIspIEL: C ist algebraisch abgeschlossen (Fundamentalsatz der Algebra).

BEMERKUNG: Die Eigenschaft, dass K algebraisch abgeschlossen ist, ist dqui-
valent dazu, dass jedes nicht konstante Polynom in K [z] eine Nullstelle in K
hat.

Definition 39.29 Sei K ein Korper, f € K[z] mit deg f > 1. Ein Erweite-
rungskorper F' von K heifit Zerfillungskérper von f iiber K, wenn

o f zerfillt iiber F'.

o ['=K(uy,...,u,), wobei uy,...,u, die Nullstellen von f sind.

Satz 39.30 Sei K ein Korper, f € K[z|, deg f =n > 1. Dann existiert ein
Zerfallungskorper F von f dber K mit [F: K| < nl.

Beweis: Durch Induktion nach n:

en =1 f(x) = ax +b, a,b € K, a # 0. Dann zerfillt f = a(x + 2)
bereits iiber K, also ist K Zerfallungskorper, und es gilt K = K (—%)
und [K : K] =1.

en > 1: Sei £ : K cine Erweiterung mit [E : K] < n, E = K(u)

und f(u) = 0 (die Existenz einer solchen Erweiterung wurde bereits
gezeigt). In E[z] gilt dann f(u) = 0 = = — u|f, also existiert ein
g € E[z] mit f(z) = (x —u)g(z), degg =n — 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Zerfallungskorper F' von
g iber E, und [F' : E] < (n — 1)!. Es folgt klarerweise [F' : K| = [F :
E|[E : K] < (n—1)ln = n!, und f zerfillt iiber F. AuBerdem gilt
F = E(vy,...,vy), wobei vy, ..., v, die Nullstellen von g (und damit
auch von f) sind. Weil zudem F = K (u) ist, gilt F' = K(u,v1,...,0n),
d.h. F wird von den Nullstellen von f erzeugt.

OJ

Lemma 39.31 Sei F': K eine Korpererweiterung, f, fi € K[z] und fi | f
in K[x]. Wenn f iiber F zerfillt, dann auch f;, und jede Wurzel von f; ist
Wurzel von f.

Beweis: In F[z] gilt: f(z) =alz —by)...(z — b,) = fr(x)g(x), f1,9 € Klx],
a,b; € F. Weil Flz] ein ZPE-Ring ist, sind die (z — b;) die eindeutig be-
stimmten irreduziblen Faktoren von f, also ist f; = aj(x — b;,)...(x —b;,)
mit {i1, ..., 0, C{1,...,n}

O
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Satz 39.32 Sei ¢ : K — L ein Korperisomorphismus und f € Klz] mit
deg f > 1. Sei F' der Zerfillungskorper von f iber K und E der Zerfillungs-
kérper von o(f) tber L. Dann gibt es einen Isomorphismus @ : F' — E mit

Pl = .
Beweis: Durch Induktion nach [F': KJ:

o [F:K|]=1heit F = K,dh. f(z) =a(x—by)...(x—b,) mita,b; € K.
Dann zerféllt o(f) = ¢(a)(z — ¢(b1)) ... (x — p(b,)) auch tiber L, d.h.
E = L. Damit erfiillt ® = ¢ die Bedingung.

e Sei nun [F': K| > 1, d.h. f zerféllt nicht iiber K; In F|x] gilt f(z) =
a(x —by)...(z — b,) mit a,b; € F, und es gibt ein ¢ mit b; ¢ K. Sei
b = b; mit b; ¢ K ein solches Element und f; das Minimalpolynom von
b iiber K. Dann gilt f; | f in K[x]. Da f iiber F zerfillt, zerfallt f; auch
iiber F, und zudem gilt deg f1 = [K(b) : K| > 1 (weil b ¢ K).

Weil ¢ ein Isomorphismus ist, gilt auch ¢(f1)|¢(f) in L{z]. Weil ¢(f)
tiber E zerfillt, trifft dies damit auch auf ¢(f;) zu. Daher existiert eine
Wurzel ¢ € E von ¢(f1).

Damit ist f; ein irreduzibles Polynom, fi1(b) = 0, ¢(f1)(c) = 0. Es
wurde bereits gezeigt, dass man in diesem Fall ¢ auf einfache Erweite-
rungen fortsetzen kann (Satz 39.24), d.h. es gibt einen Isomorphismus
¢ : K(b) — L(c) mit ¢|x = ¢ und §(b) = c.

Man kann nun die Induktionsvoraussetzung auf F' : K(b) anwenden
(F ist Zerfallungskorper von f iiber K (b), F ist Zerfallungskoérper von
o(f) iber K(c), und [F : K(b)] < [F : K], da [K(b) : K| > 1), d.h. es
exisitiert ein Isomorphismus @ : F' — FE, fiir den ®|x @) = ¢ (und daher
?lx = ) ist.

OJ

Definition 39.33 Sei K ein Korper, M C K|z| eine Menge von Polynomen
mit Grad > 1. Ein Erweiterungskorper F' von K heifit Zerfallungskérper von
M iber K, wenn

e Jedes f € M zerféllt iiber F'.

o ' = K(S), wobei S die Menge alle Nullstellen von Polynomen in M
ist.

BEMERKUNG: Fiir endliches M ergibt sich nichts Neues: der Zerfallungskorper
von fi,..., f, ist der Zerfallungskorper von fi-...- f,.
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Definition 39.34 F heif$t algebraischer Abschluss von K, wenn F' : K al-
gebraische Erweiterung und F' algebraisch abgeschlossen ist.

Proposition 39.35 Sei K ein Koérper und F' : K eine Korpererweiterung.
Dann ist F' genau dann algebraischer Abschluss von K, wenn F' Zerfallungs-
korper der Menge aller (irreduziblen) Polynome in K[z] mit Grad > 1 iiber
K ist.

Satz 39.36 Jeder Korper hat einen algebraischen Abschluss; je zwei alge-
braische Abschliisse sind K -isomorph (iber einen Isomorphismus, der einge-
schrinkt auf K die Identitdt ist).



Kapitel 40

Endliche Korper

Lemma 40.1 Sei K ein endlicher Korper. Dann gibt es eine Primzahl p
mit x(K) = p, und IIx (der von 1x erzeugte Unterring) ist isomorph zu

Ly = Z/ (PZ)'

Beweis: Weil K Korper ist, ist K insbesondere nullteilerfreier Ring. Damit
ist nach Proposition 20.4 x(K) Primzahl oder 0. Wenn x(K') = 0, dann gilt
nach Satz 20.6, dass [Ix ~ Z < K, was nicht moglich ist, weil K als endlich
vorausgesetzt wurde. Andernfalls ist x(K) = p eine Primzahl und IIx ~ Z,.

OJ

Lemma 40.2 Seien F, K endliche Korper mit K C F. Dann ist |F| =
’Kl[FK]

Beweis: F' ist ein K-Vektorraum der Dimension [F': K| = n. Fiir eine Basis
bi,...,b, ist damit eine Bijektion ¢ : ' — K™ durch ¢(a) = (ay, ..., a,) mit
a =" a;b; gegeben. Es folgt unmitttelbar |F| = |K[IF*K].

O

Korollar 40.3 Ist K ein endlicher Kérper, dann gibt es eine Primzahl p und
ein n € N, sodass x(K) =p, |K| =p".

Beweis: Dass x(K') = p eine Primzahl ist, wurde bereits gezeigt. Weil Z,, ~
[ ein Korper < K ist, gilt damit |K| = p” mit n = [K : Z,)].

O

Lemma 40.4 Sei K ein endlicher Korper mit |K| = ¢. Dann gilt Va €
K a% = a (d.h. jedes a € K ist Nullstelle des Polynoms 2?7 — z).

183
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Beweis: 09 = 0 gilt offensichtlich. Die Elemente a # 0 bilden eine Gruppe K*
beziiglich - mit |K*| = ¢ — 1, also gilt a?! = 1 fiir alle a # 0 und damit
a? = a.

O

Lemma 40.5 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und x(R) = p prim.
Dann ist ¢ : R — R, ¢(z) = 2P ein Ring-Homomorphismus (Frobenius-
Homomorphismus). Ist R ein Korper, dann ist ¢ injektiv. Ist R ein endlicher
Korper, dann ist ¢ ein Automorphismus.

Beweis: als Ubung.

Lemma 40.6 Sei F' ein Kérper und ¢ : F — F' ein Automorphismus. Dann
ist Fixvy := {a € F'|¢(a) = a} ein Korper.

Beweis: als Ubung.

Satz 40.7 Sei K ein Korper mit |K| = q und n € N. Dann gibt es einen
Kérper F mit K C F und |F| = ¢".

Beweis: Sei F' der Zerfillungskérper von f(z) = 29" — x iiber K und U =
{a € F|a? —a = 0}. Dann ist U die Menge der Nullstellen von f in F, also
U = Fix 1, wobei ¢ : ' — F mit ¢(z) = 27" ein Kérperautomorphismus ist
(g = p™, wobei p = x(K) = x(F), also ist ¢ = ¢, wobei ¢ : z — xP der
Frobeniushomomorphismus ist.

Also ist U ein Korper, der nur aus den Nullstellen von f besteht. Ausserdem
ist K in U enthalten, da fiir alle a € K gilt a? = a und damit auch a¢" = a.
Damit ist U = F'.

Weil f/ = (27" —z) = —1 iiber K ist, hat f keine mehrfachen Nullstellen in
F, also ist |U| = deg(z?" — z) = ¢", d.h. U = F erfiillt die Bedingung.

O

Korollar 40.8 Ist p eine Primzahl und n € N, dann gibt es einen Korper K
mit K = p".

Beweis: durch Anwendung des Satzes auf Z,.

Satz 40.9 Seien K, F endliche Korper mit K C F und |F| = ¢ = p". Dann
ist | Zerfillungskorper von x? — x diber K.

Beweis: Fiir alle a € F' gilt a? = a, also ist jedes Element von F' Nullstelle
von x?—x. Weil F' somit ¢ verschiedene Nullstellen von z¢—x enthélt, zerfallt

r? — g iiber F' (29 —x = [[,cp(® — @) in F[z]). F besteht zudem nur aus
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allen Nullstellen von z¢ — z, also wird F' von diesen auch erzeugt. Somit ist
F Zerfallungskorper von 9 — x.

O

Korollar 40.10 Je zwei Korper der Ordnung p™ sind isomorph.

Beweis: Zwei solche Kérper K, L miissten beide Z, enthalten, weil ihre Cha-
rakteristik p ist. Damit sind beide Zerfallungskorper von 2" — z, und der
Isomorphismus id : Z, — Z, lésst sich auf K — L fortsetzen.

OJ

Lemma 40.11 Sei G eine endliche Abelsche Gruppe, sodass fiir jeden Teiler
d von |G| héchstens d Elemente g € G mit g? = e existieren. Dann ist G
zyklisch.

Beweis: Durch Induktion nach n = |G|:

e n = 1: (G ist trivialerweise zyklisch.

e n > 1: Sei y(m) = |{g € G||g| = m}|. Dann ist entweder ¢)(n) = 0

oder G zyklisch und ¢(n) = p(n).
Fir m|n, m < n, gilt Gim| := {g € G|g™ = e} < G, und |G[m]| <
m < n. Daher ist nach Induktionsvoraussetzung G[m| zyklisch.
AuBlerdem liegt jedes ¢ € G mit |g| = m in G[m], also ¥(m) = |[{g €
Glm]|lg| = m}|.
Wenn |G[m]| = m, dann folgt aus der Tatsache, dass G[m] zyklisch ist,
b(m) = [{g € Glm][|g] = m}| = o(m).
Wenn |G[m]| < m, dann gibt es kein g € G[m| mit |g| = m, also
(m) = 0.
Nun gilt

Y wld)=n=1G=) v(d)

d|n d|n
Weil ¢(d) < ¢(d) fiir alle Teiler d von n gilt, muss damit ¢(d) = ¢(d)
fiir alle Teiler und insbesondere ¥)(n) = ¢(n) gelten, d.h. G ist zyklisch.

OJ

Korollar 40.12 Sei K Korper und G eine endliche Gruppe mit (G,-) <
(K*,-). Dann ist G zyklisch.

Beweis: In K hat das Polynom z? — 1 héchstens d Nullstellen, also gibt es
auch in G hochstens d Elemente ¢ € G mit ¢? = 1. Mit dem soeben gezeigten
Satz folgt die Behauptung.
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OJ

Korollar 40.13 Ist K ein endlicher Korper, dann ist (K*,-) zyklisch. Ins-
besondere ist Z zyklisch; ein Erzeuger von Zj heilit Primitivwurzel modulo

p.

Korollar 40.14 Sind K, F' endliche Korper mit K C F, dann ist F' = K (u)
eine einfache Erweiterung.

Beweis: Wiihle u als Erzeuger von (F*,-). Dann ist F' = {0} U{u* |k € Z} C
K (u) und somit F' = K (u).

OJ



Kapitel 41

Konstruktion mit Zirkel und
Lineal

BEMERKUNG: Wir betrachten in diesem Kapitel die Konstruktion von Zahlen
mit Zirkel und Lineal. Gegeben seien dazu die Punkte (0,0) und (1,0) sowie
ein Zirkel und ein Lineal, mit denen Konstruktionen durchzufiithren sind.
Man kann mit ihnen aus vorhandenen Punkten neu konstruieren:

e Schnittpunkte von Kreisen und/oder Geraden
e Geraden mit dem Lineal durch bereits vorhandene Punkte

e Kreise mit dem Zirkel, wenn der Mittelpunkt bereits vorhanden ist und
der Radius die Distanz zweier bereits vorhandener Punkte ist.

BEISPIEL: Mittelpunkte von Strecken lassen sich konstruieren:

TN

N

Definition 41.1 Wir nennen eine Zahl z € R konstruierbar, wenn sie Ko-
ordinate eines konstruierbaren Punktes ist.
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Proposition 41.2 Seien c, d konstruierbare Zahlen. Dann sind auch kostru-
ierbar:

1. c+dund ¢c—d
2. cd und, falls d # 0, auch £.
Beweis:

1. trivial (¢ + d und ¢ — d ergeben sich durch Abschlagen der Léngen ¢, d
auf einer beliebigen Geraden)

2. Die folgende Zeichnung zeigt, wie man fiir d # 0 mit Hilfe des Strah-
lensatzes § konstruiert:

A

(a,0) (¢,0)

Man zeichnet eine Gerade durch (0,d) und (¢,0) und eine Parallele
dazu durch (0,1). Der Schnittpunkt dieser Parallelen mit der z-Achse
hat dann die Koordinaten (a,0) mit a : 1 =c: d, also a =
Das Parallelverschieben ist mit Zirkel und Lineal moglich:

<
a

/
7

/
7

Sind ¢ = d = 0, dann ist ¢d = 0 natiirlich auch konstruierbar. Ist nun
0.B.d.A. d # 0, dann ist — wie soeben gezeigt — 1 und damit auch

d
cd = + konstruierbar.
d
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Korollar 41.3 K, die Menge der konstruierbaren Zahlen, ist ein Korper.

Beweis: 0,1 € K, somit ist K # () und K\ {0} # 0. Weil zudem ¢,d € K =
c—deKund ¢,d e K* = £ €K gilt, ist K ein Kdrper.

O

Proposition 41.4 ce K = /ceK

Beweis: Man zeichne einen Kreis mit Mittelpunkt (<:,0) und Radius <.

Dann hat der Schnittpunkt der Normalen auf die z-Achse durch (1,0) mit
dem Kreis die Koordinaten (1,+/c):

9 c+1 2 c+1 2
Yy = - -1
2 2
A+2c+1 A —2c+1
4 4

O

Korollar 41.5 Sind K, F Kérper mit K CK, K C F CRund [F: K] =2,
dann ist F' C K.

Beweis: Aus [F': K| = 2 folgt F' = K(u), wobei u algebraisch von Grad 2
iiber K ist. Damit ist v Nullstelle eines irreduziblen Polynoms 22 + px + ¢
mit p,q € K, p* > 4q. Wahle v := u + £ € K. Dann ist K(u) = K(v), und
v? = (u+5)? :uQ—l—pu—i-%2 = pzz—qe K. Damit ist K(v) C K, weil v als
Quadratwurzel konstruierbar ist.

OJ
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Korollar 41.6 Wenn u € R ist, sodass es Korper Fy, ..., F, mit Q = Fy C
... C F, = Q[u] und [F;4; : F;] = 2 gibt, dann ist u konstruierbar.

BEMERKUNG: Ist andererseits u aus K mit Zirkel und Lineal in einem Schritt
konstruierbar, d.h. u entsteht als Koordinate des Schnittpunktes von Krei-
sen/Geraden, sodass Kreismittelpunkte in K x K, Radien in K liegen und
Geraden durch zwei Punkte in K x K fiihren, dann ist [K(u) : K] <2 (d.h.
u € K oder [K(u): K| =2).

Dies ergibt sich daraus, dass die Schnittpunkte von Kreisen und Geraden
Losungen maximal quadratischer Gleichungen sind (Beweis als Ubung).

Korollar 41.7 u € R ist genau dann konstruierbar, wenn es Korper Fy, ..., F},
mit Q = Fy C ... C F, = Q[u] und [F;;; : F;] = 2 gibt. Insbesondere ist
der Grad des Minimalpolynoms von u iiber QQ eine Zweierpotenz 2™ fiir ein
n € N.

Proposition 41.8 (Delisches Problem) Es ist unmoglich, aus einem ge-
gebenen Wiirfel (dem Einheitswiirfel) einen Wiirfel mit doppelten Volumen
zu konstruieren.

Beweis: Die Seitenlinge eines solchen Wiirfels ist /2, eine Nullstelle des
Polynoms z3 — 2. Dieses Polynom ist irreduzibel iiber Q (da der Grad 3 ist
und das Polynom keine Nullstelle in Q hat). Damit ist [Q(+v/2) : Q] = 3, also
keine Zweierpotenz. Folglich ist /2 nicht konstruierbar.

OJ

Proposition 41.9 (Winkeldreiteilung) Es gibt keine Konstruktion mit
Zirkel und Lineal, mit der aus einem gegebenen Winkel ¢ der Winkel £
konstruiert werden kann.

Beweis: Wir wissen, dass der Winkel 60° konstruierbar ist (gleichseitiges
Dreieck). Wére eine Winkeldreiteilung moglich, miisste 20° und damit auch
cos 20° konstruierbar sein. cos 20° ist aber algebraisch vom Grad 3:

Es gilt cos 3p = 4 cos® p — 3 cos ¢ (Beweis mit Hilfe der Additionstheoreme).
Damit folgt mit o := cos20°: 3 = cos60° = 4a® — 3av.

Also ist a Nullstelle von 822 — 62 — 1. Dieses Polynom ist iiber Q irreduzibel,
denn der Grad ist 3, und eine Nullstelle miisste die Form § mit ggT(c,d) = 1
und ¢| — 1, d|8 haben. Dafiir kiimen nur 1,—1,%, —3, %, —1, %, —1 in Frage,
doch keiner dieser Briiche ist Nullstelle.

Also ist a algebraisch vom Grad 3 und daher nicht konstruierbar.
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